
III .

Formules de quadrature de
Newton-Cotes

Rappcalcetrf() ⑭

Xi Vite

Pour generaliser le formalisme ,
on remplace

le sons-interall [ti ,
Xin] per

lintervalle canonique

[1 ,
+1) graze au changement de variable :

+= 2 .

Exi-1
on x=Viti

Xit-Xi

X= xi = += - 1

x= Xi+ 1
= + = + 1 ~

Aisi
. S"f()d = dx

+
~

- I + 1

+ 1

Kitti.in) .Vid
= (f) =
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Ainsi
, S fld=f gilt d

↑

Definition
Suit g une fonction continue Sur El, + 1).

La formule de quadrature
· ((y)= w

, g(j)

est une approximation de S
.

" g(t) dt .

Les Mbj (-1stect
... tr + 1) sout appeles

nounds d'integration ,

et les M coj sont
les poide

de la formula assories a ces rounds.
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Exemple (M=2
, Trapezes)

Gionitiquement ,

g(i) M

-

((g) = 2 . 97g( g() + g()g
~ -

↑ 1 >f
base mi-hauten - 1 ↓

Selon la formula de quadrature :

M= 2

9) (g) =
w
; g(t) = w , g(t) + w

, g(k)
= w

.
. g( 1) + W, g(+) .

&

Por identification ,

w
,

=wz = 1.

Pour retourne c
l'intevalle original [xi , xit],

9 (f) =
Y :. [ f(x) + f(xi+)]

= (it-ti).
fin

um
mu

base minkaufen

Il s'agit de la mithode des Trapezes .

https://goodnotes.com/


Soit f(x) = x qu'on cinereit intigr sur [2 ,3] a

① Changement de variable

g(t) = f(x(t) = f) ( xi+ ++ )
= (titi+ i)

= (2+ + -)2

② Approximation de l'integral
e approche

If)dx = Xi gitdid
H(y)= [1 .g( + 1 .g(]

= z(4 + a) = 6

③ Sans changement de variable (geom . )

S f(x) 1 . fE4
④ Resultat exact

(2 + ( = y x) = z(27 -8) = ↳ =6
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Definition

Une formule de quadrature est
dile exact

pour tous
les polynomes de degre r20 si

9) (p)=
W
, piti) = S pCdL , por

tout

polynome p(t) de degri r.

Question
-

comment determiner les paids wi etant donnis

M noends +, pour approche an mieu S" g(t) dt .

En utilisant la base de Lagrange approprie ,
on peut

ecire le polynome g(t) qui interpole glt an noends.

g(t)= g(tj)yj(t)
j= 1

P ne dep, pas det

-
Ainsi ,

Sig( dtCHdt = I" g()4;
(H) at

j=

=gi(t)dt = (i)w
= Wj

= J(g)
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En posant wi = S gill dr ,
alory J(g)-cogli

est une approximation de S
.

" g(t) dt .

Theorie

Scient t, <ty ...

<In M noeds d'integration

das l'interethe El ,
+ 1] ,

et Sy ,
(4

, Y2(H , . . . . PMCH3
la basa de Lagrange associe a cas nouds.

Alors
,

la formule de quadrature
I(y)= w

, g()

est exce pour
les polymores de degre M-

si et sentment si

wj = S" gj(t) dr .

--- m=

#"
=z
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Exemple (M = 1)

te = 0 = p .
(H = 1. car y(i) = y ,

10 +7

Ainsi
,

w .. S.
"

, y,
(1) dr = S. 1 dr =

2

Donc ,

9)p)= p(ti) wi = 2 . p(t)) = 2 . p(0) .

Ainsi
, I(p) devrait etre

exache por les polymers de

degi M-1 = 0
.

Soit p(t) = B
.

Alors
,
I_ pdt-S_ Bar-⑬
Fleatitude est

et J(p) = 2 p(0) = B Verifie .

Remarque~
On peut prouve en utilisat p(t = Art + B que

la formula de quadrature du point milieu est

exace por tous les polynims de degre 1
.
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Exemple (M=3
,
formule de Simpson)

te = -1
, z

= 0
,
ty = + 1

La base de Lagrange associe i
vaut :

& .
(H = [ (+ " + )

, 42(t) = 1-

2

, 4g() = &(f)+ + )

Alors
,

w .="4.) dr-5" (d)-[-]
=
"3

Wa = S
.

yu(l) =...
= 4/3

↑

Wy = S, y(tdt =... - 43

Ainsi , J(g) = w , g() +wz g(0) +Wyg(+ 1)

= zg() + y g(b) +y g(+ 1)

est la formula de quadrature associe au M=S

noeuds +j .
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J'aimercis la ramener an sons-espace original
v

[xi ,

Xi + 1] ·
-> &g() + g(d) + jg()a

M U

Ji(t)=
:

. J(g) I ↓I

= : [f(x) + f(z) + j f(xix)]

= Xi [f(x) + 4 (ti+z i) + f(xi+ 1)]

Il s'agil de la formule de Simpson . Selon

Le theorie precedent ,

cette formule est exact

pour
tous les polynoms de degre M-1 = 2

.

Remarque~

On pul mine prouse comme pour
le cas M= 1 que

la formula de Simpson est exacte por tous

les polynomes de degr 3 .
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