EPFL - MaN SCM

Série 4

’ 1.5. Nombres réels ‘

1. (a) Montrer que qu’il n’existe pas de nombre rationnel solution de 1’équation z? =

3.
(b) Montrer que pour tout nombre premier p, il n’existe pas de nombre rationnel
solution de I'équation 2% = p.

2. On construit (z,)neny € Q4" itérativement comme suit:

1
ro=1, VneN z,,:=1+ )
0 +1 1tz

Montrer par récurrence que pour tout n > 1,
1 )
T, =1+
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* 1 n fractions.
2+ —
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3. On reprend la suite définie a I'exercice précédent.

(a) Montrer que Vn,m € N,

Tp > Ty = Tyt < Tmp1 et (1,)2 <2 & 2 < (2041)°
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(b) Montrer par récurrence que Vn € N,

($2n)2 < (1‘2n+2)2 <2< ($2n+3)2 < (I2n+1)2.

(Indication: le vérifier pour n = 0 puis utiliser le point précédent.)

(Indication: réduire x, 1 = 1+ au méme dénominateur et élever au carré.)

4. Soient les ensembles
A={reQ:r <0our*<2}, B:={reQ:r >0etr*>2}

Montrer que A est ’ensemble des minorants de B et que B est l’ensemble des
majorants de A. Utiliser I'exercice précédent pour déterminer, si A posséde un
maximum et si B possede un minimum.

5. Montrer que la suite (z,,),en de Uexercice précédent vérifie lim,, o, 22 = 2.
(Indication: utiliser le fait que (z,)nen est une suite de Cauchy et que 22 < 2 &
2 <)

6. Imiter la construction de la suite (z,)neny pour trouver des suites de nombres ra-
tionnels (Y, )nen €t (W )nen, telles que lim,, o y2 = 3 et lim,, o w2 = 5.

7. Vrai ou faux (donner un contre-exemple si possible)?

(a) Tout sous-ensemble non-vide et minoré de Q posseéde un minimum.

(b) Tout sous-ensemble non-vide et minoré de Q possede un infimum.

(c) Si) # E,F C Q et FE posséde un minimum, alors £ N F' en possede un.
(d) Si)# E,F C Q et FE posséde un infimum, alors £ N F en posséde un.
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Problemes supplémentaires

(PS1) Pour ce probleme, on suppose connue la notion d’application bijective.

(a) Montrer qu'il existe une bijection ¢ : N — Z.

(b) En utilisant la version rationnelle du théoréme fondamental de I’arithmétique,
montrer qu’il existe une bijection ® : N — Q..

(¢) Montrer qu’il existe une bijection entre N et Q.

Solutions

S4. A n’a pas de maximum, B n’a pas de minimum.
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S7. (a) Faux. (b) Faux. (¢) Faux. (d) Faux.

S6 yn+1 = 1+ﬁ, wn+1 = 2+

Questionnaire d’auto-évaluation

Suis-je en mesure de reproduire un argument du cours dans une démonstration?

(b) Est-ce que j’arrive & donner la définition d’une suite de Cauchy?
(c¢) Ai-je un exemple d’'une suite de Cauchy non vue au cours?
(d) Puis-je expliquer la nécessité d’aller au-dela des nombres rationnels?

Ai-je compris la défibition d’une suite convergente?

Quelle est la différence entre un minimum et un infimum d’un ensemble numérique?



