EPFL - MaN SCM

1.

Série 1

’ 1.1. Ensembles, nombres naturels et nombres premiers

(a) Soit 'ensemble E := {1,2,3}. Enumerez tous les ss-ensembles de E. Montrez
quil y en a 8.

(b) Soit un ensemble E avec n éléments. Montrez que le nombre de ss-ensembles
de E est 2".

. Soient F un ensemble et A, B,C € P(E). Soit I'affirmation:

SiANB=ANnCetsi AUB=AUC, alors B=C.

Mettez les phrases suivantes dans un ordre qui démontre cette affirmation:

Par symétrie, il suffit de montrer B C C.
¢ A Alors,z€ AUB=AUC.

Soit z € B. On distingue alors deux cas.

. Soient F, F,G des ensembles. Montrer que

(a) EN(FNG)=(E\F)U(E\G).
(b) EA(FUG) = (E\F)N(E\G).

. Vrai ou faux?

(a) {0,{0}} c P(P(N)).

(b) {0.{0}.{0,{0}}} c P(P(P(N))).

(¢) Chaque élément de {0,{0},{0,{0}}} en est un sous-ensemble.
(d) Chaque sous-ensemble de {0, {0}, {0, {0}}} en est un élément.

. Soit un nombre naturel n. Montrez, que si tous les nombres premiers p avec p? < n

ne divisent pas n, alors n est premier.

. Soit p > 5 un nombre premier. Montrez que p? — 1 est un multiple de 24.

(Indication: écrire p* — 1 comme (p — 1)(p + 1). Que peut-on dire alors des trois
nombres p — 1,p,p+ 17)

Montrez que pour tout 2 < n € N, aucun nombre entre n!+2 et n!+n n’est premier.

. Montrez que si a,n > 2 sont des nombres naturels tels que a™ — 1 est premier, alors

a = 2 et n est premier.
(Indication: que vaut 1 +a+...+a

n—1

multiplié par (a — 1)?)
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Problemes supplémentaires

Montrer qu’il existe un nombre infini de nombres premiers. Considérer pour ce faire
’ensemble des n premiers nombres premiers {py,ps, ..., p,}. Considérer le nombre
a = p1ps . . . pp+1 et utiliser le théoreme fondamental de I'arithmétique pour montrer
I'existence d’un nombre premier p,, 1.

Montrez que si n > 5 n’est pas premier, alors n divise (n — 1)!.

Solutions

P(E) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, {1, 2,3} }.

(a) Vrai
(b) Vrai
(¢) Vrai
(d) Faux
Questionnaire d’auto-évaluation
Suis-je a 'aise avec les symboles 94, V, <, ... 7?7

Est-ce que j’arrive a décrire correctement un ensemble en langage formel?
Ai-je saisi les concepts d’ensemble et de sous-ensemble?

La différence entre ”étre élément de” et ”étre sous-ensemble de” est-il clair pour
moi?

Ai-je compris la notion d’ensemble puissance?

Quand on me demande de montrer une affirmation, est-il clair pour moi ce qu’est
une hypothese, une conclusion, ainsi que les étapes logiques pour y arriver?



