Algebre Linéaire & Géométrie Mise a niveau, EPFL

Série 9

Exercice 1. On donne I'application linéaire :
[R5 R (3,y,2) = (—3y— 1z, 2y + 32,3y + 22).

a. Montrer que f est une projection et décrire les sous-espaces vectoriels Im f et Ker f de R3.
b. Quel est 'ensemble Ker(f — idgs) formé des éléments de R? fixés par f?

c. Représenter sur un croquis les éléments caractéristiques de f ainsi qu'un point (z,y, z) et son image f(z,y,2) par f.

Exercice 2. On donne I’application linéaire :
[R5 R? (z,y) = L(—8z + 3y, —5z + 8y).

a. Quelle est la nature géométrique de f 7
b. Déterminer les sous-espaces vectoriels Ker(f — idgz) et Ker(f + idg2) de R2.

c. Représenter sur un croquis les éléments caractéristiques de f ainsi qu'un point (z,y) et son image f(z,y) par f.

Exercice 3. On donne ’application linéaire :
fiR* 5 R? (z,y) — L(162 + 4y, 8z + 2y).

a. Quel est le rang de f 7 Déterminer une base de Im f et une base de Ker f.

b. Apres avoir calculé la trace de f, placer f(x,y) sur le dessin ci-dessous.

=L4), (z,y)

(0,0)

Exercice 4. Déterminer I’expression de la projection :
f:R® = R3

sur le plan vectoriel d’équation x — y + 3z = 0 parallelement a la droite vectorielle engendrée par (1, —2,4).

Exercice 5. Déterminer ’expression de la symétrie :
f:R® = R3

par rapport a la droite vectorielle d’équation £ = § = —z parallelement au plan vectoriel d’équation 3z 4 4y + z = 0.




Exercice 6. Une projection f : R? — R? envoie (4,3) sur (3, —1).

a. Placer f(x,y) sur le dessin ci-dessous. Indication : on pourra commencer par placer les azes de projection sur le dessin.

(4,3)

(z,9)

(0,0)

b. Déterminer la valeur de f(z,y) en fonction de x et y.

Exercice 7. Donner un exemple de projection f : R? — R3 de rang 2 et qui vérifie :
a. que lon a I'égalité f(1,0,2) = f(3,—1,5).
b. en plus de la condition du a., que f(—1,4,1) = (—1,4,1).
c. en plus des conditions du a. et du b., que f~1({(2,1,7)}) # 2.

Exercice 8. Est-il vrai ou faux de dire que, pour toute symétrie f : R = R3 on a :
a. Ker(f — idgs) UKer(f + idgs) = R3? b. Ker fUIm f = R3? c.det f e {—-1,1}7

Si vous pensez que c’est vrai expliquez pourquoi. Si vous pensez que c’est faux, donnez un contre-exemple.

Eléments de réponse :
Ex. 1:a. Imf = Vect((-2,1,3)), Ker f: y+ 2z =0.
: a. symétrie, b. Ker(f —idgz2) : y = 5z, Ker(f + idg2) : @ = 3y.
ra.rgf =1, Im f = Vect((2,1)), Ker f = Vect((1,—4)).
s flz,y,2) = %(14x +y— 32,2z + 13y + 62, —da + 4y + 32).
s flz,y,2) = ﬁ(4x + 20y + 52,6z — 3y + 2z, =3z — 4y — 122).
:b. f(z,y) = %(1233 — 3y, —4z +y).
: a. faux, b. vrai, c. vrai.
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