Algebre Linéaire & Géométrie Mise & niveau, EPFL

Série 14

Exercice 1. Décrire le noyau et I'image de ’application linéaire suivante :
f:R3 5 R? (z,4,2) = (z— 2,y — 2).

Dans chacun des cas suivants, déterminer alors si possible des bases B et B’ de R? vérifiant la condition donnée.

a. [flsp = ((1) (1) 8) b. [flss = (8 3 _01> c. [flsg = (8 ? (1)>

Indication : on commencera par écrire la décomposition voulue de f(B) dans B’.

Exercice 2. On donne les applications linéaires suivantes, dont on note A et B les matrices respectives en base canonique :
f:R?2 5 R%, (z,y) = (3z + 4y, 6z + 8y) g:R? 5 R?, (z,9) — (2 — 7y,0).

a. Montrer que A et B sont équivalentes. Sont-elles colonne-équivalentes 7 ligne-équivalentes ?

b. Déterminer deux bases de R? dans lesquelles f est représentée par la matrice B, c’est-a-dire trouver B et B’ telles que :
[fls.p = B.

¢. Montrer comment produire A & partir de B par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.

Exercice 3. On donne l’application linéaire suivante, dont on note A la matrice dans la base canonique Bean de R? :
f:R?2 5 R%, (z,y) = (x + 2y, 3z + 5y).

On note aussi B la matrice construite en appliquant & A la suite d’opérations élémentaires suivantes :
Co+Cy—Ch, L1 <> Ly, C1 < C1 +Cs

a. Ecrire les matrices A et B. Montrer qu’elles sont colonne-équivalentes et ligne-équivalentes.

b. Déterminer une base B de R? telle que :
[f18.Bean = B-

c. Produire B a partir de A par une suite d’opérations sur les lignes. Indication : on pourra “passer” par la matrice I5.

Exercice 4. On donne les applications linéaires suivantes, dont on note A et B les matrices en bases canoniques :

f:R2—>R3 g:R2—>R3
(z,y) = (v + 4y, 7z — 3y, —x + 2y) (z,y) = (z,y) = (=22 + 3y, x — 2y, 5z + 6y)

a. Montrer que les matrices A et B sont ligne-équivalentes. Sont-elles colonne-équivalentes ?

b. On note Beay la base canonique de R2. Déterminer une base B de R? telle que :

[f]Bean.B = B.




Exercice 5. On donne, en fonction des parametres «, 5 € R, les deux matrices suivantes :

(o o B _f(a a B
<a5ﬂ> . B(ﬁaﬁ)'

a. Montrer que A et B sont toujours colonne-équivalentes.

b. A quelle(s) condition(s) sur « et 3 sont-elles ligne-équivalentes ? Indication : discuter selon que o = 8 ou « # 3.

Exercice 6. Décrire le noyau et I'image de ’application linéaire suivante :
f:R3 =R (2,9,2) = B3z 42y + 2, -3z + 2, —y — 2).

Si c’est possible, déterminer alors une base B de R? vérifiant la condition donnée.

a. La derniere colonne de la matrice [f]g est nulle.
b. Méme condition qu’au a. et, en supplément, la derniere ligne de la matrice [f]g est nulle.

c. Mémes conditions qu’au b. et, en supplément, la premieére colonne de la matrice [f]z est (

(=] )

).

Exercice 7. On donne les applications linéaires suivantes, dont on note A et B les matrices respectives en base canonique :
f:R3 5 R3 g:R> = R3
(r,y,2) = (bx + 4y + z,x + by + bz, —x + 2y + 32) (x,y,2) = Bx+y+ 22,2+ 2y + z,—Tx + 6y — 32)

a. Les matrices A et B sont elles équivalentes ? colonne-équivalentes 7 ligne-équivalentes ?

b. Dans M3(R), déterminer une matrice qui est colonne-équivalente & A et ligne-équivalente & B.

Exercice 8. Est-il vrai ou faux de dire que, pour tout choix de matrices colonne-équivalentes A, B € Ma(R) on a :
a. A et A+ B sont colonne-équivalentes ? b. BA et B? sont colonne-équivalentes?  c. A? et B? sont colonne-équivalentes ?

Si vous pensez que c¢’est vrai expliquez pourquoi. Si vous pensez que c’est faux, donnez un contre-exemple.

Eléments de réponse :

Ex. 1 : Ker f = Vect((1,1,1)), Im f = R?, a. et b. possible, c. impossible.
2 : a. non, non.
3:a.A=(32),B=(32),b. B=(-21,13),(-8,5).
4 : a. non.
Ex.5:b.a=poupf=0.
6 : Ker f = Vect((1,-3,3)), Imf:2+y+22=0
7 : a. oui, non, non.
8 : a. faux, b. vrai, c. faux.




