Algebre Linéaire & Géométrie Mise a niveau, EPFL

Série 3

Exercice 1. Déterminer le rang la matrice A ci-dessous et en écrire une décomposition colonne-ligne minimale :

2 -3 1
A=1|-14 21 -7
10 —-15 5

Solution: La matrice A est non nulle. De plus, ses trois colonnes sont deux-a-deux proportionnelles. Par exemple, on peut écrire
les deux premieres colonnes comme multiples scalaires de la troisieme :

2 1 -3 1
| =2-7], 21 | =-3| -7
10 5 ~15 5

On en déduit que A est de rang 1. Les relations de proportionnalité écrites ci-dessus permettent alors directement d’écrire :

2 -3 1 1
A=|-14 21 -7|=(-7](2 -3 1).
10 —-15 5 5
Exercice 2. On donne la matrice :
3 -1 5
A=1|1 5 7
-2 1 -3

a. Calculer le déterminant de A. Quel est le rang de A7

b. Donner une décomposition colonne-ligne minimale de A.

Solution:

a. Utilisons par exemple le —1 en position (1,2) pour ”nettoyer” la premiere ligne, via les opérations Cy + C; + 3C5 et
C3 + C3+ 5C5. On trouve

detA=|1 5 7|=1]16 5 32| =0.
-2 1 -3 1 1 2
0P F

La derniere égalité peut aussi étre obtenue en observant qu'une fois appliquée les deux opérations ci-dessus, on a fait apparaitre
une relation de proportionnalité entre la premiere et la troisieme colonne :

0 0
2(116) =132
1 2

Le déterminant de A est nul : son rang est donc inférieur ou égal a 2. Par ailleurs, les lignes de A ne sont pas deux-a-deux
proportionnelles (de méme que ses colonnes) : cette matrice n’est donc ni de rang 0, ni de rang 1. On en déduit qu’elle est de
rang 2.

b. Pour écrire une décomposition colonne-ligne minimale de A (c’est-a-dire de longueur 2), on va chercher & exprimer 1'une de
ses colonnes en fonction des deux autres. Or, en utilisant la relation de proportionnalité identifiée en a. on trouve :

-1 5 -1 5 3 -1
20 1 | +3[ 5 )= 7 |+5| 5 ou encore 7T1=2111]+
-2 1 -3 1 -3 -2 1



On obtient finalement :

3 -1 5 3 ~1
A= 1)1 0 0+|5 (0 1 0)+ 7 0o 1)=1]@1@ 0 2+(5]0O 1 1).
-2 1 -3 -2 1
N——

Exercice 3. On donne la matrice :

1 2 -1
A=10 1 2
-1 1 6

a. Calculer le déterminant de A.

b. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, calculer la matrice inverse A~".

Solution:

a. Commencons par effectuer l'opération Lg <— L3 + L, qui laisse invariant le déterminant. On trouve :

1 2 -1 1 2 -1
detA=|0 1 2|=|0 1 2
-1 1 6 0 3 5

Ensuite, appliquons 'opération Ls < L3 — 3Ly afin de faire apparaitre une matrice triangulaire supérieure, pour laquelle le
déterminant n’est autre que le produit des coefficients diagonaux :

1
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0
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b. Pour trouver I'inverse, il existe plusieurs méthodes. Une premiere méthode consiste a partir de la matrice A et a faire apparaitre
la matrice identité I3 en appliquant successivement des opérations élémentaires sur les lignes. Par exemple, les opérations :

L3<—L3+L1,L3<—L3—3L2,L3<——L3,L2<—L2—2L3,L1<—L1+L3,L1<—L1—2L2

menent a la suite de matrices suivantes :

1 2 -1 12 -1 12 -1 12 -1 12 -1 12 0 10 0
A=o0o 1 2,101 2],lo1t 2).,l0o1 2],[0 1 o 1 of,[o 1 0] =1
-1 1 6 03 5 0 —1 00 1 00 1 001 00 1

En appliquant exactement la méme suite d’opérations sur la matrice identité I3 on obtient alors la matrice inverse de A :

1 00 10 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
Iy;=|{0 1 0,0 1 0o),l0 1 o)J,{0 1 o]),|2 -5 2],
0 0 1 1 0 1 1 -3 1 -1 3 -1 -1 3 -1
0 3 -1 -4 13 =5
2 -5 2|,12 -5 2|=4"%
-1 3 -1 -1 3 -1

Une deuxieme méthode consiste & effectuer un travail similaire sur les colonnes de A. Enfin, une troisitme méthode consiste
a résoudre de maniere générale le systéme linéaire 3 x 3 de matrice A :

a r+2y—z=a r+2y—z=a

1 2 -1\ [z
0 1 2 yl =15 & y+2z2=0> & y+2z2=1» &
-1 1 6 z ¢ —rx+y+6z=c 3y+bz=a+c
A
r4+2y—z=a r=-2y+z+a=—4a+ 13b—5¢ .~ 4 13 -5 a
y+2z2=0> & y=b—2z=2a—5b+ 2c & yl=12 -5 2
—z=a—-3b+c z=—-a+3b—c < -1 3 -1 ¢




Exercice 4. On propose ci-dessous un raisonnement pour inverser la matrice :

0 0 1
A=10 1 4
1 -2 1
< On dispose cote-a-cote la matrice A et la matrice identité I3 :
0 0 1 1 00
0 1 4 | 0 1 0
1 -2 1 0 0 1

Ensuite, on effectue sur ces deux matrices les opérations élémentaires suivantes, simultanément :
Lg — LQ —4L1, L3 — L3 —Ll, L3 «— L3 —|—2L2, Ol <~ 03.

On trouve les deux matrices suivantes :

L’inverse A~! de A est alors la matrice écrite sur la droite. >

a. Le résultat obtenu est-il juste ? Justifier.
b. Traduire le processus décrit a ’aide de matrices élémentaires.

c. Expliquer comment corriger I’erreur commise pour obtenir la vraie valeur de A~1.

Solution:

a. Le raisonnement proposé est erroné, comme on peut s’en convaincre rapidement en calculant par exemple le produit :

0 0 1 00 1 1 2 -9
1 4 01 —4|=1[4 9 —-40| #1Is.
1 -2 1 1 2 -9 1 0 O

b. Introduisons les matrices élémentaires correspondant aux opérations proposées :

1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1
E1: —4 1 0 ,EQZ 0 1 0 ,E3: 0 1 0 ,E4: 0 1 0
0 01 -1 0 1 0 2 1 1 00

Multiplier & gauche / droite une matrice 3 x 3 par I'une de ces matrices élémentaires revient & effectuer 'opération corres-
pondante sur les lignes / colonnes de cette matrice. Détaillons alors les étapes du raisonnement proposé. Tout d’abord, on
applique aux deux matrices 'opération Lo <— Lo — 4L;. On obtient :

0 0 1 1 00
EA=|0 1 0| | Bi=[-4 1 0
1 -2 1 0 0 1

Ensuite, c¢’est au tour de I'opération L3 < Lz — Li. On obtient :

0 0 1 1 00
EsEiA=[0 1 0| | EsEy=|(-4 1 0
1 -2 0 -1 0 1

Passons a 'opération Lz < L3z + 2L5. On obtient :

0 01 1 0 0
EsEsEiA=10 1 0 | EsEsE;=|—-4 1 0
100 -9 2 1

Enfin, la derniére étape consiste a appliquer I'opération C <> C3 c’est-a-dire, matriciellement, & calculer :

100 0 0 1
EsEsE\AE,= [0 1 0 | EsE.E1Es=[0 1 —4
0 0 1 1 2 -9



c. Aucune erreur de calcul ne s’est glissée dans le raisonnement mais plutot une erreur d’interprétation de ces calculs. En effet,
Ierreur consiste a interpréter 1’égalité :
EsEsE\AE, = I3

en disant que le produit E3FE2F1 FEy (c’est-a-dire la matrice qui se trouve sur la droite & la fin du processus) est U'inverse de
A. Or la bonne fagon d’interpréter ce résultat est plutot de dire que :

EsEyF A= FE;' et donc E E3E,F A= I3,

Autrement dit, l'inverse A~! de A est en fait la matrice E4F3FE>E;. On I'obtient en appliquant & la matrice E3EoF; (calculée
a Pavant-derniere étape) 'opération L1 <+ Ls. On trouve alors :

Exercice 5. Dans chacun des cas suivants, déterminer a quelle condition sur «, 3,y € R la matrice proposée est inversible et,
sous cette condition, calculer I'inverse :

0 0 « 0 a O a 0 0
a. {0 B 0 b.{0 0 g c. |8 B 0
v 00 v 00 T
Solution:
a. On a :
0 0 «
OBO:aogz—aﬂ'y.
~ 0 0 7

La condition pour que la matrice proposée soit inversible est donc que le produit a3+ soit non nul, ou autrement dit que
chacun des coefficients a;, 3,7y soit non nul. Pour trouver sous cette condition I'inverse, partons de la matrice donnée et faisons
apparaitre la matrice identité I3 en appliquant successivement des opérations élémentaires sur les colonnes. Par exemple, les
opérations :

Cl<—>Cg,C1(—écl,CQ(*%CQ,Cg%%Cg

menent a la suite de matrices suivantes :

0 0 « a 0 0 1 0 0 100 100
o 8 0|,lo0 8 0],lo s o]l,lo1o0],]l010|=L.
v 0 0 0 0 « 0 0 ~ 00 ~ 00 1

En appliquant exactement la méme suite d’opérations sur la matrice identité I3 on obtient :

1 00 0 0 1 0 0 1 0 0 1 00%
Li=(0 1 0),{0 1 0,0 1 0),[0 5 Of,]0 F 0
0 0 1 100 L 00 100 100
On en déduit que l'inverse recherché est :
1
0(1);
0 % 0
L0 0

b. Commencons par calculer le déterminant de la matrice proposée. En développant selon la premiere ligne, on trouve :

0 a O
0 0 B:—ao g‘:aﬁ'y.
~ 0 0 7

La condition pour que cette matrice soit inversible est donc la méme qu’en a. : le produit a8y doit étre non nul, ou, autrement
dit, chacun des coefficients «, 3,y doit étre non nul. Sous cette condition, pour trouver I'inverse, partons de la matrice donnée et
faisons apparaitre la matrice identité I3 en appliquant successivement des opérations élémentaires sur les lignes. Par exemple,
les opérations :

L2<—)L37L1HLg,Ll%%Ll,LQHéLQ,Lg%%Lg



menent & la suite de matrices suivantes :

0 a O 0 a O v 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
o0 B, 0 0],10 @ 0],(0 a 0,10 1 0,10 1 0] =1Is.
v 0 0 0 0 p 0 0 p 0 0 B 0 0 p 0 1
En appliquant exactement la méme suite d’opérations sur la matrice identité I3 on obtient :
1 00 100 0 0 1 00 2 00 = 0 0 2
Is=10 1 0),fo o 1),{1 0 0f,|1 0 Oof,[2 0 o0].[2 0 0
00 1 010 010 01 0 01 0 0 3 0

On en déduit que I'inverse recherché est :

o= O
W= O O
o O

c. Commencons par calculer le déterminant de la matrice proposée. En développant selon la premiere ligne, on trouve :

a 0 0

0
68 B 0=aﬂ ,y’:aﬁw.
Y oY

La condition pour que cette matrice soit inversible est donc la méme qu’en a. et b. : le produit a3y doit étre non nul, ou,
autrement dit, chacun des coefficients «, 3,7 doit étre non nul. Sous cette condition, pour trouver l'inverse, on peut par

exemple résoudre le systéeme linéaire :

_ 1
a 0 0\ /[« a or =a T =54 x L0 o0 a
_ 1 1 1 1
8 B 0 yl =10 = Bx+By=2»b & y=3b-2 & yl=1-2 51 (1J b
T )\ ¢ YTy +yz=c z=1c—1p z 0 -3 3/ \c
On en déduit que l'inverse recherché est :
L0 o0
“ 1
-1 1 0
11
0 -5 3
Exercice 6. On donne, en fonction de a € R, la matrice :
—a a+1 -1

A=|a?-2a—-1 a®+a+2 a-3
a?+2a—1 —1 -3« a—+1

Déterminer le rang de A en fonction de la valeur du parametre «, ainsi qu'une décomposition colonne-ligne minimale de A.

Solution: Cherchons a calculer le déterminant de la matrice A. Pour cela, commencons par effectuer I'opération Cy + C7 — aCs,

qui ne modifie pas le déterminant. On obtient :

—x a—+1 -1 0 a+1 -1 0 a—+1 -1
det(Ad)=|a?-2a-1 o®’+a+2 a-3/=la-1 ®?+a+2 a-3=(a-1)|1 a*+a+2 a-3|,
o +2a—1 —1-3a¢ a+1 a—1 —1-3a a+1 1 —1-3a a+1

la derniere égalité étant obtenue par extraction du facteur a—1 de la premiere colonne. Appliquons ensuite 'opération Ly <— Lo — L3

et développons selon la premiere colonne. On trouve :

0 a+1 -1 L1 1
det(A) = (a—1){0 a?+4a+3 —4 |=(a—1) a2i4a+3 -
1 -1 -3« a—+1

Sur le déterminant 2 x 2 obtenu, effectuons & présent 'opération Lo < Lo — 4L;. On trouve alors :

a+1 -1
a?—1 0

det(4) = (e —1) =(a—1)*(a+1).



On en déduit déja que si « est différent de 1 et —1 alors le déterminant de A est non nul, si bien que A est de rang 3. Dans ce cas
une décomposition colonne-ligne minimale de A est par exemple donnée par :

1 0
A=(0](-a a+1 1)+ [1](e*-2a—-1 a*+a+2 a=-3)+ (0] (a?+20—1 -1-3a a+1).
0 1

Pour o = 1, la matrice A vaut :

-1 2 -1
A=|-2 4 =2
2 -4 2

On observe qu’elle est non nulle et que ses lignes sont deux-a-deux proportionnelles (tout comme ses colonnes). Elle est donc de
rang 1, et une décomposition colonne-ligne minimale de A est par exemple donnée par :

-1
A=|(-—2|(@1 -2 1).
2
Pour o = —1, la matrice A vaut :
1 0 -1
A= 2 2 -4
-2 2 0

Elle est de rang inférieur ou égal & 2 (car son déterminant est nul). De plus A est non nulle et ses lignes ne sont pas deux-a-deux
proportionnelles (tout comme ses colonnes). Elle n’est donc ni de rang 0, ni de rang 1. Par conséquent, elle est de rang 2. Pour
écrire une décomposition colonne-ligne minimale de A, partons de la décomposition :

1 0 —1
A=(2 @1 0 0)+[2](0 1 0)+([-4|(0 0 1)
—2 2 0

(qui n’est pas minimale car de longueur 3) et observons par exemple que la troisitme colonne est égale & la somme des autres,
multipliée par —1. On obtient alors :

1 0 1 0 1 0
A=|2 |1 0 0)+ (2|0 1 0)+(=|2|-(2](O 0o 1)=|2 |1 0 -1)+|2](0 1 -1).
—2 2 —2 2 —2 2

Exercice 7. On considére un systéme linéaire 3 x 3 dont on note A la matrice des coefficients :

11T+ 12y + 132 =a
Q217 + QoY + 232 =b

Q31T + a32Y + Q332 =C

a. En supposant que (z,y, z) est solution, calculer les déterminants suivants en fonction de z, y et z :

a a1z 013 a1 a3 a1 Q12 a
b asos asl, |az1 b o3|, |ao1 g2 b|.
c a3z 033 a3l € Q33 a3y Q3o C

b. Sous I'hypothese que det(A) # 0, en déduire une formule générale pour la matrice inverse A~! de A.

Solution:
a. Cherchons par exemple & calculer le premier déterminant (les deux autres se calculent exactement de la méme maniere) :
a Q12 013

b Qg2 Q23] .
C Q32 Q33

Comme (z,y, z) est solution du systeme, on a déja :

a Q12 013 Q11T+ 12y Q132 Q12 Q13
b aoy o3| = |a1%+ 22y + a3z Q2 3.
C Q32 Q33 Q31T + a3y + 332 Q32 Q33



Sur le déterminant obtenu, appliquons a présent les opérations Cy < C; — yCs et C < C7 — 2C3. On trouve :

a a1 o3 1T Qi Q13
b 2o aosz|=|a1T 22 023
¢ a3z 033 a31T 32 (33

On peut alors extraire le facteur x de la premiere colonne :

)

a Q12 Q13 Q11 Q12 Q13
b Qg2 Qg3 =T Qg1 Q22 Q23
C Q32 Q33 Q31 Q32 Q33

det(A)

b. Supposons que le déterminant de A est non nul. Dans ce cas, on sait que le systeme posséde une unique solution pour tout
choix de second membre. A est inversible et la matrice inverse vérifie :

X a X a
Aly]l=10b o yl =410
z C z &

Or, le résultat obtenu en a. permet de décrire x en fonction de a,b et c. En effet, on a :
a « Q
1 1,2 013 1

T Ger @ [0 022 223 = Gai
C Q32 Q33

Qg2 (23 12 Q13 Q12 Q13

a— b+

Q32 (33 Q3,2 (33 Q22 23
la derniere égalité étant obtenue en développant par rapport a la premiere colonne. Nous venons en fait donc de découvrir la

formule pour la premiere ligne de A~!. En raisonnant de méme pour la deuxieéme et la troisieme ligne on trouve finalement :

Qg2 (23 |12 Q13 12 Q13

Q3,2 (33 Q32 Q33 Q22 Q23

A1 1 _|a21 agg3 ‘am 13 o1 oag
det(A) 031 Q33 a31 Q33 o1 Q23

Q21 022 %11 Q12 Q11 01,2

31 Q32 Q31 Q32 Q21 Q22

Cette formule porte le nom du mathématicien suisse Gabriel Cramer (1704-1752).



