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Algebre linéaire et géométrie (Mise & Niveau, Enseignant: S. Friedli)
Lecon 01: Calcul matriciel. Opérations élémentaires. Echelonnement
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Algebre linéaire et géométrie (Mise & Niveau, Enseignant: S. Friedli)
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Jeudi 27/02/2025
Legon 02: Rang (2 x 2) et déterminant (2 x 3)
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Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 05/03/2025
Lecon 03: Interprétation géométrique du déterminant. Déterminant (3 x 3)
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Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 06/03/2025
Lecon 04: Rang (3 x 3)
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AHA) Yo o= ra(A) = 3.

def= db'l' ¥o
My, (@) ° N\

Lecgon 04, Page 05

W T —— | .
v <2 ra=3

?nuw: = . Suppsou.s e det(A) =0
.S A=o , fiew o demontrer

. Si Ao, suppoous gue a,, to:

) Lz"‘" L}_— a_‘“ L‘-":Lz,

Qn
) a, *----° L1 LSPL3-%L1 =_-L;

A - ] ]
olg| | )

o L8l )Ll geaFe

—
O 5“""%‘- A l(A) = det (A') = \?JL. dd'{l?,')

+ 1

Lecon 04, Page 06




\ |
=0 par ¥0 par
\Ma;. \maf.

= Jdut(R’) =0
Th. )
= (u» l.'bus de B sout proporbiounelles
=> Jate R }t.q _L:}'-'-'d-_f:;
Qg
(La,"-qz“-:l--z =‘"(L1."z'-.'—4)

=> L, = al, + ;’-(a;,-“-au) Lq ) denc
111

UE main Ly est combiu. lin. oo L, <F LL-
L
e — Suppsous LYIvE A:(t._\ , avec L,:aLL,_-&-‘sL;.
3
Lecon 04, Page 07
On caleule : propr- oik.

L, - L4 —otlo 3 L;
Lz L3

1% (4 -
i o 0
Ex 1y 3 .
® A =[ -1 s 3 Ma 7 d:comp G""‘“‘--"’Q\‘o d
-4 2 1
4 4 3 Ls
Colaclons  Hd(A) = dF | o a4 & Ly, = Lo+Lla
— o b Y L; = Ly+lg
]
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el Y
e 2 & dove. ralR) ¢ 2
- 4. ot ¢ 4 = 0 , dou % <
¢.a.d ra(A) € £1,23.

Vas de proportionualits enfie Ly et le,wni Lyt Ly, wr
L. < LS , douc l’%lﬁ)* 1

-l Va!ﬂ) = 2.
Quaan!ons e ﬂus pfh:!: On w:'"avu- Lz_’ = }2-. L;
(Lovie ) = -?_- (La+ Lag)
— Lpz 2 Lly+ 2Ly
— L1 coub. lin. ola Ly ot L;.
Lecgon 04, Page 09
De plaes

SNOE
1
(2 u3)+ 3,2_ (-2 2z 1)

vne dicouap. t-o)amcc. - 'r’cﬁu.-_

AT, y en o ome it !)
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Ov aursit cussi pv Raie ...

4 4 3 b -2
A = -1 5§ 13 2 -1 R
-4 z 41 (o] O I
C| Ca C& S\ O o
~ "'\f'

1] "

o o

+ "

SR

\W\:
C‘, =“ZC;’

CatCy =-2 (Cy-2cy)

= C‘_:- ZCL'P 363 ) douc.

Lecon 04, Page 11

»
"
—~
[
~
0N
o
+
w
(2

W
0
Lo
n
W
—

vhe awlue d-f.’éol-up...

o 21 Wi
A"-' B 3 -1 — db{-(ﬂ') = q * o ) AO“C fﬂ[ﬂ’) -'-3
L 6 2

Dg’cou«p oalpuuc.— le, u¢.7
o © © e L © o o 1
P.ex - A=[2 oo \t|o 3 o -+(°°"
Yy o o © 6 o © o -3
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= (?)_\l‘l DO) f(%}(o lo)+ (_1,)(0 o ))
Y 6 -3

\_—\
Une dlooMP

Est-ou vmaimet sdr qu’il esb rmpossible d'écnne A cowmme

~ ~ - ?

A= Coly+ Cala !

31' o'o}au."' MS“)'LJ alors

oL € dL.-I-SLz_
det (A) = et ((s)u + (H)LL = det | al,eply
¥ v yLi+vi,
LN RN a
C, Ca
Comme A Ko , am wmomsinm deo coefls o,p ,8,/4,11
et pas mel. S clest o,

Lecgon 04, Page 13

olL.fSLL /

= ot olg+ (pu-L38)L2 <

l-.'ouu“.l.s
-3 vt ’ ¥ “ o :
@, 3 vaiu oL, +lV—;-8) L2 done det(A) =0,

Ue conrad. puiseue
det=( &) = 4 #o!
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Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 12/03/2025

Legon 05: Inverse (3 x 3)

J

-~

A 10h30 , ea BS210 : awec woi...

_Q:E’:':"-' S Ae Np(R) ,w,pe £,2,33, L ramg rglA) mesre
a o’nl point Lo l-‘w /(.olouu.l de A al.c.'pwdw:f‘ko vas Adso ctves.

b'm point dr yace calaslatoice. : ralA) se calgale :

1) on complaet @ vombre A pivott dass Ve Sobuloumas e llopas
[OU u\mu&) ole A

?—) en comptast L powslbre oo termay dowes i Afaampodl-»':h i eeala

colovma..- la'ﬁl-u- ol *:

A= c,ly +-~ + C Lr

/ \
€ ”h.«.“n eM, _(iR)

4,p

r= V%lfﬂ

7

Lecon 05, Page 01

%Hﬁu Sot Ae H!.i IR). Lo hors cowditions sout f-y.u'v-lad'c.l :

a) r%[A) =3 =t a') dut(A) Fo

b) I exste vne BE Mysa) 4. 4. AB=T, o RA=T;
(R ot appiic Vuvarse de A | vota :Q"”)

)Y (), b spstoume A
b))

possede aue Lniqua solhion.

Reotan - 4) Lo ¥ couditons ci-dessus sont Ao coroiraritabious ¢'1u"va&»+¢.s
Ao Vinuersils ik Ao A,

2) Dams b) o ¢), on werrm plor o awsi deo wioyyems coucrets
ol calewler A‘-'*.

Legon 05, Page 02




a)
“\
>

e)
a) = b): rblﬂb =3, o sat gu'l est possibe d'dchelonuer A
&ustf’; obtemir 3 pivots.
© Eu egpes -
> _— M n
Ey- E1A = [ B1% - * %0
O O\ * D
1 © ©O
Eh"" Ey,, Ex -~ E,A =[e6e 1 o = T,
e — © o 1
=: 3
. Ew colownes:
Lecon 05, Page 03
~ ~ %| o © T "
AE, DO il %o
—_— W
A A 1 © ©
Ag-,‘-. Ei‘;E:H--- g;— = O 1 o = 1‘_3
\'——\’_T_—_' o o 1
=: &
Mais

A

B=T1,8 = (BAYR = R(AB)=RT, = B

— B est Vivuawse e A,

B) => &) Suppesans gu’3 A1 AAT= T, = ATA
Fixons (E), etudious
~3)-(8) .
\

A ...

Lecon 05, Page 04




.
o (3) =2 (1)

) )

c) =va): pas bt prabigue . Cousvairous sa cowtraposed : nowa) => nov c)

non a) : Ha(A) <2 cay A=o: OK,
Cas Ado: 3 aw wmous Lme colonue gui pect s'derive
comuce combin. lin. olio anbes: il exitke doue da
a,p +q., pr exempl,
s = o Co v Cs (A=(c.1cClcy))

C
AL\ :
- A(-.zH:\ Ci""‘?-‘ﬁcf(z)

Lecon 05, Page 05

o o
Mais comure o ~ awss A(‘;)‘:(‘;) , on con -
x o
alu.l"cuu_,l- Slasb'w-ﬂ— A(?)’- (;) o aua moias

USmin 2 solubraus . 'D:u-c- c) nledt pPas vrai , ce gpei

- démontre haut-) :' D

Ex. I) o 3 -2 -2
- A=(2. -4 0) dlf+lﬁ)= 1. ,_1 o

1 o o

= -2 %o

=D ra[A) =3

—=> A est innersible

O; t‘O E.‘)... J En s°u..+

Lecgon 05, Page 06




deo mabries upu:io-u"o.u:;' bo opéabress elénetfoice s qui puuuﬂiud' e
wioluive A a I3. Faisons ples simple. - v Leo "'alu.s

L

E.A | EaT,

2 ?..h op- eldn.

En... EsA | Ev..- EL T,

I, A™?
(»] 3 -2 1 o o
2 -4 o o 4 o
1 (>} (s} o o a
S — s  —
A Iz \
Lecon 05, Page 07
o 3 =2 17 © © J L’-'_L?-'zlﬁ ’ E4
o -4 (o} o 1 -2
2 n
L2 °'le. o ¢ L= Lya+3L,, 'E,
Eah EaI3
o ©o =2 1 3 -6
o -4 o o 4 -2
4 © o © o 1
N— —_—— ) s L UE "
E EaL Ld. 2 v 3
E~_E1 A 24 -3 J
17 o o o o 1

] L]
o o -zl 42 3 -¢ \L Lo & -L, 'E,

Ly & -2L, "Es"
EgEz E;lA EBEIE‘I IJ
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1 © © iG] o 41
1 © o -4 S
o o |1 Y =% 3
B —
ESEH E A A_’ '
7
% \ - ~-)
V&rtg;'ons- AA =--. - IS
2) S o delulonmuat A er colovues 9
o 2 -2 1 o
2 -1 o 1 [o)
non
1 o o 0 1 \ C.zé'—"‘ CL+ -?E-C.s 'E,‘
o Ne——— [
"
S I'3
Lecon 05, Page 09
o o -2 1 o O
z -1 o © 4 ©
1 o o o % 1
e < )c.«-——c v2¢, . "E)"
- - a 1 2 2
NE, I.£, J *
[») -2 1 o
o -2 Z 1 o
C,$ [AY C3 E('.
-2 © o o o 1
o -1 © 1
o o A 14 3/ 3 ~
_1
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1 ©c © 1
O O o -4 2
N 1 -l/z -3’2, 3
e T W \_\f_’
AE'Ez.Ez.qus: L, A"‘l
Exercia: Et si  Ep - EAE B, = I, ?
3) On :"_‘:f. (b) guelcongua oF ar nisat A(E)e(t)
\ﬁ-——-..—_u_—
o 1 -Z)\ [x a y-22 = a
- = =D
T 2 ° “ b 7.x.-ta = b
& c
A o o ~ = c
Lecon 05, Page 11
'Douo'. x = C
%:?.x.-—b:Zc.-b:-b-rZ.c
a
z = %(%%—a)z%-ﬁ-%-:l(_b;ic)_i
:—-3-—}-5 *3:,
z
- o o 1 (]
la = o -1 2 g
2 "'I,_ ‘3/2_ 3 c
A
-

voir Exeredeas !
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1 - 3
A= (?. -4 6 ))2. - "'3(‘“') =1 | douc A nlest pas Yvrteegsr ble.
4o -1

uulcw.ud'asi
(i) ‘;l'( :) Sp““- y»pw".

Lecon 05, Page 13

1 a
(x—?.'ar'}»%) (1\ =(BX ¢— possédar deo solubvons
c

Doue i'-a o deo choix de (%) pour l..a:'uals le s;asl-c"'m
A{’é),(‘t) posside dio solusbious (ume bt do sal.)),

ot dlaubas povr loguels w sycstiine e posside accuan soledon.

' [-%
(2 ) ‘-{- (b} 5°ul.+ MP/J'- SI- b:Za, C = -q“' %;-
-

[

douus * ' 1
(3 -2+ 32) (.71,) = & (}H)
!

-x_..z,.a.. 32 = o - c.'ca‘]' v pla.-.
dans le

.I\ll{ih,"g’ Ae  choi'x pol.t;)vLJ peur X, \als,
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. EF s o Cohedonue A7

o 0 ¢«
o 0D o

o

o

/KN Lelonnemad Ao A
e I"ﬂ"‘s et colowmes,
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Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 13/03/2025

Lecon 06: Structures vectorielles de R? et R?, bases

\_

1. Calenl Mabriciel

2. Shuctures vectorielbs ol 1R* oF 7ng

Rz J' ‘23 Scm'|' Muncs :

4) L ml\'&é:coj-lvﬂ scaloina } .
=5 Wb{h_ Vivdoninas

b) vne addibiow

R = fix,4) | x4 ¢ 2}

Ex:
Si vy =(4,2), Vy=(3,-1),

. 2v, = (24,22) = l2,4) "homotte de vapport = 2"

" A=-2

. _I’4=l-4,"7-§
- Uy+r = (2+3,2-4) = (9,9

CAue = (<1, -a) s (6,-2) = (4,-3)

Lecon 06, Page 01

S om p’ﬂ%»w“ﬁh&&ﬁp&:

]
.\‘
K U, + V. "lor It amue:
e eVatYe paralllogr
v, \ \
8 s
- vz
(0,0) e rramem=
-"!v|‘;\... Eul + 'ZU';

Monis de o opembions , R* <t R2 sout sus espaces wechoriels.

o drvottes vectorielas lm-"-a.{‘ ﬁ})

Cansid[nn.s arJ'niu.\ Sovs - eSpacas vectoriels
. plaus (R* o R%)

Lecon 06, Page 02




Droites vechorvelles oo R

y: Si vy e QL) on oifiut
2 "arkie de RT [
Vecklve) := f kv, | be 3 partie 4 g
Vg & Vect(vy) | -vg e Vedlve)

Ex
Rowe: = S Ug = 10,03 » th"'llf‘) = {(0,0)} [ diegsnsion o)
— N w

espace waal

« Si vy ¥lo,0) ’ Vect (v,) est lo drote vechwelle wdﬂﬂ-’
\ v Vg

divmewsion @ 4

>

- V.
. v, t;,téﬂ..

Legon 06, Page 03

ey

‘Q«:E: St V vne drotte wechvielle de QL. Lo dounse d'un veckeur nom-nel
Ao V, disons vy est awd.; vie base JJ-V,' on dert :

B oy, - V= Ve (vy).

Reww: I exitke uwne snfiwté sa bases 4%’&&*‘& aur deerivet b
Wiwe dwite !

S R: v est vne bose la droite veck. V‘ e si ve V, alors U

pat s'lrine cowmime wm MH-'.PLL de vy @ Dt € 2 'l‘.q.

Uzt = b el omposante Joondoud. de V7
relativevinent & la bose B.
Md-dfw.' ‘h‘

v

[vlg )
[ U"_

- v

(o,0) (iei: 0% ts <4, Ey >~ O.b)

Legon 06, Page 04




_éﬁ:= Si V est e dinite weckorelle, V= Vectlvy) y Vg = (¢, ,02) ¥ (0,0)
S\ vs=s lx:ls), alors

veV a=t VU & Ui sont proporbiomuls

ol
s — - x '\:o

b4 aa

Y= olyde = of.sla

Ei_r_! Sot V = Vﬂ'—"'("'-s), Vs = (3,4) :
Soufy.w.l-‘ou? U':lz,'a)& V o=p \; :\=o ""I’“;a.

1) Comma B:U" est e base ole V , v pect chercher la
composamte oo y-= 12,32¢ 4 N‘ﬂ-"!wcu-"' a B:
v = tg_ '-rs

Legon 06, Page 05

lx,9) = tal3,4)
(3y,4) = tal3,2)
yl3,4) =¢ts(3,14) => |ba=y

EU--JB = |a =

wlt

|
-L) Comme |B: U‘: R vy =(‘!,3)’ est aussi une bose de V, on
pent clurdr [0 cowp. de Vzlx,y) € V vedabivement 2 15,:
U = t" Vs'

yl3,4) = 3t [3,4) = t,) =2

3
- .lj_ = z'."
Culg 4 3

Lecon 06, Page 06




Plus %M" bases A'uue oroite vechorell V( dows ﬁ.")

U:.'-‘ eLU',_
—_—
B: v — _\__/h B vy o o)
!
U1=% U;
'Rwr vh VE& V:
£ = St
— T ¢!
[vlg=tag Lulgr =%
t4 =$t;
Ew oftd: v=tU, = /00 2 k) () = (k) Uy

—

L‘:a- b;‘) u.'s '-'(ol p)

Legon 06, Page 07

) X (o,0)

L T et

?lmd'basshpla«.

DR | Soieut vy, vy e R*
Ved‘(l&,uz):'-’ {ttus*tzva. l t,,t.é 2} \"""P"'H"d"" "
Wu-por
vy o V.

Rewa: ¢ Si vy= Vasz lo0), Vect(vg,n) = {I0,0)}

. s, Vg <t Ua SQn*' prppprl—-'ouuo’s ) v“{' ("1) U'q,) crl' Uhe
-
UV, o Vo sout vou ~nauls , ot si Avocke weckovielle .
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« S us et Uy ne So-c:"'p-u pmpwl'-'ouhe.’s , alors
Ved v, ) va) = R* ld:'mwl'm:?-)
M’ La demu: J'uun. ypaire ole wJ%«vJ noh-oo'-'w’.a-m Uy, U & IZL

et wme base Ao RF:

%: vy, Uy
SI 3'. IJ"‘V; G.)" Ve ba.]e. de ﬂ.z ) CJ' Sy oM aolnﬂ'd;u v JE R",
e v peut se dicomposer comue sut: 3 bt e s Gpee

vs Eq Ug ¢ Lty Uy

— bty &ty sot lo composawtes e U reabuament 2 R :

Legon 06, Page 09

'
<
[}

0

<<,
~

%: U"_.IJ'-.,

(0,0) t'l vy ~ 0. 8 Uy
(o.s
EU]B “\ o065

Lecon 06, Page 10




Ex:

U=(-1,1) € R — caleculows <es counposaretas e b bvanact
w deo bases dc'-fq'c-r'uj'-ﬂ.

1) B: v, =(1,4), Vo= (2,-1)
N —— -

?
pas W" =) B ca"’ ve base. rU‘3B '(7)
Ouolurdﬂl- &1, t. ;'-1.

V= bguvg +t,u,

-1 = &4 + Z!:z
by [2,4) + ta(2,-2) =

(-4,4) @ = ks -ta

-2 =3t, => b;‘-'-z/s .
3
ba=zar ba =% [ [ulgs (9)

l

Legon 06, Page 11

Y

S U= (.1',3) )

on hrobve

x.2

v Cudg= (2> 3
° # Vs x-49

3

)
2') B g‘s'—' fﬁﬂ') ) Vo' = (”3, 9)

— ?
_—:;:mpi._} =) 3’ et uvme bage. EV}K’ = ( 7)

On cherche U= t‘, U'4' + t" U"

Lecgon 06, Page 12




-4 = &y,
(-1,4) = & (0,2) + 6:'“/;,0) { : >

s Z(:.,’
- b [ __('/,_
ta = -3 -3
S vs l:,w‘
[033’ = a/z
3) 'Ba U':=(4,o) » U"_” = [0,4) ) base Cauovigue. 3x

ve(-4,4) = () {4,0) + 4 (0,4)

-4
BT
ta v, &’ v," Bean *

S'. v = {x, ﬂ) )

(v, - (:)

Lecon 06, Page 13
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Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 19/03/2025 J

Lecon 07: Changement de base, droites vectorielles dans R?

Si Uy, Vaé RY ne sout pos proporkienuels, ilt foruent tne base.

= Tout vé R pud % ditowm porer sla~s wle bage :

V2 b v+ by, < [n.r]B-*(: M)
\ ./

mmppcau.f"s e U wvelabvewnent a B: Vg, Uy,

Legon 07, Page 01

E't_: %': U"'z (4,4) ) U,,':l'l,-‘l)

NS

pas prop. » dlowe R’ et ume base.

S v=elix 'ﬁ) , ealenlows ses composantes. relabvumet o ...

1) Biay ¢ U= x(4,0) 4 ylod)  — |y = ( ’;)
Beau
2).. B' : U = t" u'; ’ ¢1' g-L'
77
("-;‘3) = Bc,l‘l,‘l) + {'n.,l?.,—‘l) X = b"...z,."l
= ([t +2t,), t, - {:,_') =1 y= &,'-k;

Legon 07, Page 02




(x,%)
2
] = (o0,4) ) [0'3,;: ( ﬁi’)

Pa.r c-\', St
- '/3

« 24
=D EUJRJ =(Z ;
3

U =(o,1)
U;:[l,l) -3 (0,4) = -_-??7(1,4) = :'13‘ (2;'4)

u"lt = (24' 1)

Lecon 07, Page 03

GMQU‘M.«.‘": comml' N-lfor Lo wmpasa-J‘Z-\ N an veckeur U
velabiveuent a deo bases R, 13,, B",--- ifpcrentes ?

Constotirons dewse bases de RT:
r v, U .
B 1.7 S ve Rz
L
B’ : u‘l; Vl,

Comme B et vue bax, on peud déwwposer Vy' of Ul dows B:

3 0‘-,{3,3’,S¢ L tels Gpe h'ct:pus vne '2)'{\’
"N —_—— D

v, = e V. y
(%) { ¢ rtetph (U},' U'a.)= (U's U'z.) S

\. [V'_}B:

"

U‘,l‘ ¥ Va3 S U',_
I..’a,,r abos ot notabion ...
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Deg: Lo wmabrie P==(°L “6’) (56 15' = BP
(Y

est lo mabie o ‘,kmzr_m{'uﬁ-(;h de B vers B,
~—

1| Lo colonmes ote P ne sout pas WW""OH"‘J"—‘;
dove P ost inverscible.

Preuue. Yar Vobsurde , si bo colouwas ola P £ taient proporbioun elle s,
par exewpl si
( oL Aot
e )
>
e
alors , ,
: 4 ES
Lecon 07, Page 05
dow e

B"- 0'4’, v,/ wiest pas uvue base .

= On ala NWpuse 5 uotre qu.s‘-‘ou :
pngo&ﬂ':’m: V Ve IIZL

J

o Qem, )y, Q=P ",

. = -1 ' h + e l-
'D_cf Onappdbg P |Am+ru-d.l-¢-m @-‘/

Goardonufer)oh- 2a R.
I—-——_-/

—————e

€
Prosve: S ve Q?'_ / V= tu +t [-U'-}B " (b:_)

\A v = ‘:4'/8;1' + tz'f’ﬁ’ E'fjgi = (i‘-)

2
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:::. - 74
Doue U—-_-b"(a.v‘,_-r[svz.)*'“4.'(&’04*3"'*)

- lta +t,,"() vy + l&,"(!.* 6-,,’8) VvV,
\—"-—Y__' b—\r—'
=ts =t

= {b“’ b gty — (t‘>= P (t{)
ta. = qu, +86) € tx

td\ _ -1 [ta

()7 (%)

LU’]B: = ‘P-‘l [V38 D

Lecon 07, Page 07

"novvelle "
® P :- L o -,
2 /\I\ Bl ; d,“w-l-‘u _b_ﬁ
\T/ , (U',_' u."l)._.(v-1 U;)P
Si ve R%: :
Q. )

/\,‘\
EU'3B v\__/ [U'-.Sg'
2. e

chauo‘.m-lu"' ole W““'“',-s

Rmarﬂtt On nlublse pas oo nobalons cowne X P’g&’ ’ )
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Ex:

Comme plus haut:. B : Vi'=(4,4), Vo' = {2,-1)

St ver® , Tvlp =?

(.l-.'lﬁ) P On a: EU"]Q“" = (Jt.)
— Q
'B“.‘ B
o
[VJB“_. [U’]&)
1 2
?ut.sv... (u' U‘;) = ((1,0) (0,1)) ( . )
R 7 NI
Bcau P
= [vlp = QLUl, = Eij[ﬂgm
Lecon 07, Page 09
r‘ﬁ)"—'—'—"l
.4 (“ 2\ (x
-3 \-a 4)(%\
-("3 s )(" %3y
s % \y) | 3-1%
ok !

Pow umpb., Sr U‘.-.(",,-‘I) ;

> 5 L(-4) 1‘/3
- (373 _
Lo 1)-39" ( 3-9 ) ) ("’3)
S 3

[ otk la,0) + Lla,a) = (3,-1) )

Lecon 07, Page 10




o) «

' " .
'\'O'SU‘ —D

(o,O) \'.' .l-“-:.', U= lsl-‘!) > 0.3 u‘l' + 1‘3 V3’
Vs ;

- (2,-1) X
~1.3 U,/
Ewsuite, soit R U= (0,2) , V3" =(1,0) .
Si U= h‘:ﬂ) ) EU':S R" = 0
Deux :Fa;-ms 4 4) U = {'-1" U'g" + '5:, U"l-" T

U$” e~
x4 = % {4,0) + -'3 lo, 2
i\ -

Lecon 07, Page 11

) '
Sy Es
_ (W2
- [Ul su - ( e

2,) On sat gpe relabivament o R': ul: (4,4), vi'=(2,-1),

+ 22
Culgs = (E_ ;>

3 3
.P .
%, m?;" Rean U‘;i- U'z' = h,'o) =3.U',_'
- "= iy’
Q- R R
vy Lvig”

Lecgon 07, Page 12




..2,3?3
\-"N;——_
4 3 [l - P
- Q'P "’{(3 “3> &+P:i+£=£
9
% I 3_%
3

"
/—-—\
v
]
N
S—

) -4 X, + 2-3/
"Doue [U’jsn = Q[U.)B' =(: z)( * 3)

2 )\ %-%

R T
ys:qgj' 2-_?3._ "‘%

Lecon 07, Page 13

"

n
—
D
~
0-':
ey

Droites vectorielles slaus R

E’IS{ vee®,  Vetln) =fty, |ter3c R?

\"pml-'adl. R3 “?4‘“; rea \J'sb

Si vy ¥ lo,0,0) , Vect (vy) est lo drotte veckoriclle et par Uy

iyl

tug, teR
( ‘> ) U’
2.0, "baue. " 2 .mﬂ‘:ﬁ N.‘a.{' : Une b'tk " :

g_n_c". [commme das RT)

Lecgon 07, Page 14




Equaton 7 Soit V= Uect v4) une dwite vechwiele, U= (x,,a, 43) ¥ (0,0,0)
S ve 123’ alors
ve V = v prop. ~ vy

> 2 t,e i +-1. U=z t,0;

——

/N

’xﬂa,z) = (6“,, fi“:..- q'{&)
L..______..-

I 7T

Cas © 1) Si a,%0,dydo0, oy ¥0:

tefx = 4 - &

Lecon 07, Page 15

2) i ®ezo, Gk, X0

x.-:o_'cl- t1=-'3—L=—

Lecon 07, Page 16




Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 20/03/2025

Lecon 08: Equations de droites et plans vectoriels de R?
\

éq«.u""ous e droftes dams RS (suite )

Avbre fagom oo voir: Ve Vecdk(v) , oF V:lx,to,t) e ll}‘

VeV <G=b U <F Vs sont colinm. .
.) S U;: ht}“'-)‘l)

X o,
= Y Y4 d, |s1
< ds

P — x‘d'l - +($ L] Sdl-'," (q d")=
M('odu-‘u aa;,) T oy °

Legon 08, Page 01

éf 1) Vg = [‘.,-4,2-) , V= Vect(vy) est une drotke vedorre e

S U= ix,y,2)e R, olors

v E V => }-z _5.. = l
)\ 3 -4 2
dowe V= Ix,lo,a)=(x,-3—",%'z.)

- E'— -4 2 — = E
Yy ov By

Uait Si om et

Lecon 08, Page 02




2) St V= {lx,l@,%)é 7R I Y=o, Sx+Uz =03. —~ et une
droite .

hdc‘ncr."!'on?
U'=lx,-3,1v)e V o= U':(x,o, -%x)

=> U = x(»t,o,-‘/q)
A\

o~
=Uj‘

Dout. V= Vcd‘(l&)

Plaws veckoriels doms R}

Dt S v 6(®) , Veklo,n) = § o b | b, ter]C R

. Si vy ot Vi sowt prporbioanels, alors Vedt (v, vi) est sob {lo,0,0)3,
it Une dyite veclorel (Aans le cas oU V' deo olowuse it nou—uulj

Legon 08, Page 03

el Vaule Usi estk proporkioungl.

- S Vg oF Uy we m'l-M P-QWHOHM’S) Vt:"’flr‘, vy) esk un &o\
vectoriel  (dine ousron 2. !)

v= V¢¢+[u'.(, ul-)

e {

[O‘OJQ\)-... -': O” d;" *‘ g : l&a U',_ "‘-

s v vue bose ol V, o si
V= lx,ﬂa.b) 6 V 4

¢
V= &.u“' t.,U,_ a=p EUBB = ( bi)

Legon 08, Page 04




é‘yu'-!'on e plan? Sot V= Vect(vy, Uz,)

Uy = (e, , d, d&)

V= (ﬁo: (;'I-J @3)
S v =lx,u3) € > , alors

ve V o= U est combin. lin. de Vg <t U

x (’., ‘ (‘IJ"
==
i ‘a ol [‘l =0
on o
1“'-4& s Ps
G d; pz‘x_ ﬂ, p,l dl P‘l % -0
ds {53 d3 B, dr (o

U
ax.+bb+c.t=o

Legon 08, Page 05

Ex:

Inwumuj' v "-4““""‘" dun hw ax+ bca +tc2 =0 " coract ériie
vn plav wetorvel, pour lLepe] on pout hrovver vne besxe B: vy, U, .

1) U" = (41014) p) U.l- = (40'1" 3}_

pas propart., douc eumguudvent vn plan V= Veclvg, vy)

S:ncym.‘-'on: v 1 4
9 (] -2 =0
2 4 9
N - .
- 1 PR ]
x)oz. ‘4 \‘_‘\ l=o
4 3 1 3 -2

Legon 08, Page 06




2) St V= {U‘.-.-lx,q,%)ﬁ R> lzx-‘a*t"'o}'\c’n" vn plan

Ono: vzlxy,z) eV o= 2wx-4+2 =0
)“a: 2+ 2
v

\ Ve (%, 22+ 2, 2)

= x(4,2,0)+2 (0,4, 4)

Ja Vu
R P{:"’f""' (Vhal's
B vgve et ome bare de V, o Uo, vaeV!)

S U'=l1,|-s,%) e_l_/, EU’JB = ( t)

S‘ oh au-l.ﬂ' clqw.t; 2 = la - ZX-)

Uslxyde V &= V=[x, 4,y- 2x)

Legon 08, Page 07

= x(“Jol"Z)"bl°J4a‘l)
—_— ———

A P Vo'
o \P.‘ me". (M.!’S
o
! \4 U',‘,’U';' év ’)
R: U, 0 | edt vue base .u_\/,d'

Si v=zlix,y,2)e V4 ) [V]sa = (;)

Vﬂaous commat obteuir [h)’ a parbir e ), par uvn ck-wuaow\a._"‘
de bae Aaws \/

v (2, ‘1:‘)

]
Y,

( °,o,,)\_ v,

Legon 08, Page 08




- - e @ = e

‘ '/—_\ )
1 '
' 3: Vs, V2 ' B, . Vq’,V';, '
| ) ' )
X : ' )
) Q . )
|' [U’]B :/’_\' [U']&) ’
P T S |
ov Us T (4,2,0)

———{U;'_"U-“_(su'_ Ut:“’:"‘:"’)
= v
u‘ r VQ + 8 2 UQ): 14,0" _a)
UL = ,1,1

Comme Vi 'z U, => y=o §=1¢ * ° )

Avssi, 4.0, + UL = (4,2,0) + lo,p,p) =(4,2¢p,4)
Z ]

douc =-Z (’l,o,-Z)

Legon 08, Page 09

1 ©

P = ( ) - Q= P'a = (
-2 1
si vy eV,
x
)

v
EU’jBl = Q CU]B = (

w

e

"Doue a4 o

2 4

n
N
¥ x
v
~—

"
/"—-.
as &

—~— anmrt: on anrait awssi pu ecrine
U/ st Uyt V2

(4,0,-2) = a(1,2,0) + p(0,4,1)

A = d.-'l#"--o
o = x-L+(3.4
-2 = &-0 +(5-4

Stasl-;m XL em d,p

Legon 08, Page 10




On aurait aussi pv choswr vne aube bogse de V

v'= [-4,4,3) €V }m,

V: 2x-y+2 = o —

— 0= (1,4,-2) eV o,

- ‘B": IJ"“, U','" est Lwe base

S¢ vElxy,2) eV, [U'an

-R
g — A &n
.
Cvip [U']g"
Oh'h'nwk-lrd U't"z-ll'.s-ﬁ 3 v, (-1_ 1
= R =
Ut 2 Uy -y 3 -4)

Legon 08, Page 11

-—d R = _; =
-3 -4 ‘3,’_ 4,2_

}"‘ 2 "
[v3g = RT*L[v3, /*—.
T+
_ q’g_ 4’2. X _ A
Y, 2 | 3x+2
A
(> @“ %i'ﬁlm'f.l'c'. N &:
U=(xuy,2) € V
U= &'V" 4+ 6,0
Eh ‘W H t-l" U"" + bg."lf;” - i-——:-t ‘-1':"'1 3) + 3,‘—".‘{'}(1:1)-4)

Legon 08, Page 12




= (x, 2x+ 2, 2)

Sy puisquse U E 4

= (x, 4,8

Legon 08, Page 13
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Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 26,/03/2025
Lecon 09: Intersections de plans, bases de R3

\_

Soiedt V: a:r.-tba-fc,; =0 .:m‘
] denx plasws veck. oo 523

Vi a'x + b’laf 'z zo

Cowlm““'s-uorr s V= V’ 9
Popostian: V=V’ a=  (a,b,e) o (6,1, ") sout proporbionuwks.

Prevue - <=: OK.
=>: S V= V" alors
(b,-a, 0)eV =b> (b,-a, o) € v’

'
= ab-ba =0 = \a “\=o

Lecon 09, Page 01

. (C, o,-a)e V = [c,o,-a)e V’

]
=> a'¢c-cla zo = r' A‘:o
[

e loc,-dDeV = (o-b)eV’

= b'b’o
¢ ¢

——

= {a,b,o) ot la’, %, ¢') sout propor hiouuels . O

Tiitersections Ao plaws

&i-ou-"' V, V! coumuce avowt \/n\f'=?

7N

Ve ® V'er3

Legon 09, Page 02




R_ﬁ: e Ov o bujwrs Vo V'#'ﬁ , eor (o0,0,0)€ V f V’
. S‘ (0, b, b) 6"' (a’,la’,o') sou"" WHOHH"S’ ‘Jov_[ V:V"
etdwe Vav' =V=V'

c S (a,058) of (L), ') ne sout pes Proportiouusls |
alors Vﬁ V’ csl' e drm"'l wd‘bra'-o”‘..

Legon 09, Page 03

.,-l-
a x,a-l;io +c'2 zo

VaVv's {lx,-g,a)e P ax.fbuy ¢t =0 }

‘t duax o’vu'-‘ons

— drote !

Pm?*b‘ou: Qi la,b,e) o la',b!,e?) wve sout pas propor Houus|s ,

' e gy v

alers Vn V ! = V;a(' l"iu"‘) ( |'u'l' = iu’l'vsct.‘-l'a- ) )

> b b’ a o

°° u-;“'*' = (‘G e’ ‘ \ )

—— w———'
o \ Qu» C ﬂ" wn prq'tuH- wc"bﬂc(
Rews: Upt & [0,0,0) ! (‘E) ( )

Legon 09, Page 04



R’ﬂllﬂb-‘ ?om IJ','»{- = (H, (4, K) ] V;h.ﬂl'ous , zqu_lml':

/ ! /
4) ot +bpicy = o b b l..brl “N1+c |2 @
¢ ¢’ c ¢’ b b
;d,a a’
=lib'b ¥ =0 = Uyt &V
eic ¢
‘
a' a on-‘r )
2) a'arblpsc’y=r = | W b B| =0 = VeV
G, c 6,
\Snact
= V4 € Vn V! = vav'= Vedt Vit 0

Legon 09, Page 05

i

V'- - qn e+ 2 =
T8 ° } (4,-3,4) et (2,1,2) ne

V,-' 2x+y +32 =o
Sowt prop

Touwe VoV's Ved (vi4) , ov

-3 4 1 Z 1 2
Vint = l
4 3 4 217 |-2 4

= (-10, -1, %)

J

On awrat auss’ pu calacler "a lo wiai "

U‘:'I:c,lo,t)e Vov' o= xX-3y+2 =0
g_l-
X + 4+ 32 =0
9 \

Lecgon 09, Page 06




/ L-._‘_ L-._-ZL,_

- gx-'_a,-a-pa:o—]

q"a ttFe = 2=-Fy
? 2= 313-%

.-.'40%_

= U':(/lo,a ) '0:"?'6)

y (10,4, -%)

YO min 1_3)‘_40)_4‘?)

\ V‘J_.

.

1]

Lecon 09, Page 07

Bases oo M3

M: Si v, vy, v € l]?}, v, =(¢,,ds,d;)’ U',_r(r.,,(‘,_){;‘) N U-s;(\(“x.”x‘)

Vctl'll)‘,' V’-J"3) il {hlf‘;* Eeuerty Uy ,t..h,b;em} (& R3
\"p.'kq.da. 23 evgpuduia por U, Ve, Uy "
‘) S]. U'.,U'h Us W“ 2-;2- plhp"".) %G"-(‘fuut, U‘s) ftl' Ve Am'h ml‘.
¥ (:;. g‘g .::;) =4 — cimension 1.
& By 4
?4) S/ deux uwlalj'yas prop. o le 3¢ est comboin. liu. deo dirxe auntras

‘, » XI
ra Ay ¢ Y =2 - divewgion 2_
e Vect v + )
oy (2 - A — Vect( v,,ve, Vs) «xt un plan

Lecon 09, Page 08




L .
V‘) U-;,, Us bl‘l' ES) d‘ l‘d‘(&z (;: Yl =0
“3 @3 ¥,

3) S auevn Awo v p‘u." 3! Senina cowme cowabin. lin. olue a.u.{‘l-l,

U, , V0, VU est libue (k ;a: |M;”), <t

Legon 09, Page 09

Doms co cas ou it que B: V), 0y, vy et vie bae ot B3

S‘ ' i R3 3 €, bt;ts I'ﬁ

)

t)
ks

Cl'uuamowl'oa. base : .p ¥ mabrie oe ohw"—ﬁ. -b—a—f

—

) ) !
B: U, U, vy B v, v,y
€ H, y(R)

Y

l"o’ u‘l-' U"') = (U" Vs U") P

/_ \ [_U']B’

=Q D‘r]B

Lecgon 09, Page 10




__E_x__: 1) U',.-.(dl,o,o), U= [0,4,0)) U‘;:(o,c,d)

N

-~
pas lice =) E‘:“\r,,u,, Vs et vne base, |a

baz cauonigme ,

3
S velx,y,2)e R, alen

X
vz x (4, o,o) +'3 (o, 1_,0) + 2z (0,0,4) (=D [u-]s - (‘a)
L 0] z'

z,) u-,:[‘%,o,o), v, = lo,0, 'z,,) , vy =lo,-1,0)

\/7__/—9

pas Viee - B :U,u,, vy est vme base
‘VI ¢v‘l. JVS
Si v=lyye) = X (3,0,0)+22(0,0, %) +1-y)0o,-1,0)

Legon 09, Page 11

Lv3g
an
On savait que :

N \
v, = 3(4,9,0) + 0 (0,4,0) + o (o,o,-x)

\

J

\ »
Vs =°(4-,°;°) + o(o,1,0) » 'fz(oio.o'l)

Uy =0 (1,00) +[41)l0,14,0) + 5 )o,0,2)

N\ N\
3 o ©°
\ \ -)
P=( o -a| [=@"-)
\ A"
o ‘/l o

Lecgon 09, Page 12




3)

VS = (..d,) 4) d) UL-'-'(D, z, 4) Usz [4J°J 2')

AV

lide o0 pas 7/

?abus: -
1>==(

De plus P ot ln matra oo dﬂaud'-ha bate oo B, vers B.

[ENCRN

o 1

2 o — det(P)= -5 30

4 2 -
—_— U""VQ_' U.; pPas It'a-

— g" U-v)v'l.;UJ Gb"' Vel lm.&

l"t Ve Uy) = (Hﬂﬁ) (e,1,0) lo, o,-t)) P

‘Dnb ouess)
Legon 09, Page 13
ICAPEN > Wl =Q0v3,
Q'
On +rovve:
. -y -1 2
-1
Q = P = -;5- ( 2 3 1
1 _4 2
S v:lx,:o,t), x
% -fx-9+22
J s
[v3g = Q ), = e
can
X-4 4Lt

s

\,/—J

Lecgon 09, Page 14




(x, 4, "'—') = é‘(‘qx‘“"za) ('1'a 1, 1)

vy

4

Ve

&%(?—xi-Bla-t)("Jz'Ji) vy

+ilx-9+23)(4,0,2)

anrt: Vect ( Vg, U':.)

Paracl :

Vg f,'l- U

N

{U'=lz,ub,a)e R ] V est cCombii. lm.-h.}

fusix,g)er® ) x-yr2t =0 3

Vccl'llrg,lrs) = il"=l%lg,%)é ,;2‘5, 2..\-.435-2. -..-.og

Legon 09, Page 15
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Algebre linéaire et géométrie (Mise & Niveau, Enseignant: S. Friedli)
Lecon 10: Aire orientée et droites affines de R?

Jeudi 27/03/2025 J

(A prepes de l'fvnhal"‘m)

Ih +4rp~a"|’ a l'uh

@o'wc:-*ﬂ'yd- in oo rermivant (bis! )

Vohivakion «

o0 L
5 e ¥ dx = ‘7
-

\ <

N

QNN

pos de P,;...."‘-n'/c- thp'b )

+c0

I.

l"—;n)
Dacobieu ! 4 X
-v d :ﬂ'u nanct d’ )
mivianct o ‘uue.
€ '@drde wmabrie ...

‘o0
5’ .y
e
-co

Py

14ut)
e oA dg

A

Lecon 10, Page 01

LUaire orientes de vy, Vy est

ov ou prewd '+

" n

aine dun parnlh'foun»uu-& ha chure 3

$i Lo sems de rahion de Vg vers Uy eak positi$

Legon 10, Page 02




| (am seus Hlﬁanoﬂnﬂh’”_ }M'ﬁ'-huraim.) ; Y Sinoh.
Ex: o) V2 2) o
Nn‘!l uz.
v, vy
?mv’o""s's :
1) Cluy ,Vg) = - 6lug, V) "ombsgmetyie”

Ew &#g‘l’ o -o'cha«w"’ Vy <t Ve, )’or!u','ah'on 51«“1, ol sfﬁu)

wals pas Vaire.

Vae

”) G.td-\fg,vq,) = d-o-urg,\fg)
Vpen

G(U’;,[{VL)": (SG‘IV’)U'-‘_\

Legon 10, Page 03

e Vorientabron ne bhangc.

...--}J‘?_ (—-—-" : p"
e Naiue <5t uw.lh‘pl.‘-: par oOL.

= glavs,Va) = oL 6 ( Ve, Ve)

oV

lat¢o) Si <o Pw-’eu-"'a":'on clnawu&.

"an'll- ¢‘+ ml*.ph'.; Por ,aLl

-

Glave, o) = =l 6 [ Vg, V) = 0 vy, va)

=ol

V,aeﬁ

3) cl 0'54'AU';,, U',,) = G’(U], U’-,_)
op;vc.kon A pmd' "

o l“}, Vo) /

u

¢ (v, Upt o)

Lecon 10, Page 04



U, / ‘ En ‘#"F)
.__.“ A

\ ﬂl
v

]

A_JJU“" P\rl

o Noricctabion ne chamge  pas

] l’ﬁh non M.

(AR

) | Théondime

v

0'[ U.", U.'_') - M{P) " 6_1"‘, U’.,)

S (v v)) = vy, )P , alors

?mw: S P-= (; :') ’ {U‘,': aVs+ @V

of'douc.; on

Legon 10, Page 05

qgm.ﬂ

supposaut que S %o

L, v,)’) = Glv, - %v,' ) u.f)

= deHP) !

¢ (ta-GEYyv,, u,,')

(= - &Sf) ¢ ("h Ut')

{a- EE‘:) ¢ (vg, U - guy)
(ot~ &‘t) ¢ lug, Suy)
(e - &st)s 6 (v, U)

(8- 0%) 6(vy,vs)
N——~—

par 3), & cor

) v zav, + g U,
";: KU"* SV']_

par 2)

par 's)

par  2)

O

Lecon 10, Page 06




ix_: Daus vne repena f.m:\\\ Cousiderons VUV, = (-1,0) U,=(4,1)

C e <) (:‘_ :)

———
>

ﬁ-luq,ui.) = oot (P) 6 ( “)"1—) = @ 6“'.!&")

AT

Vorisutabion oo v, vy a chawgs por
vepport & wlle Jo e4,25

Legon 10, Page 07

D’Dﬂ"} a#-ilus de P_"

D:| S Vo,V € R, (v, % lo,0))
clecripkion
L Sernphon
\/—.={u,+bv-‘]beﬂ.§c.lfl &:’_._,,_u_
Jl:l' 178 dm“'& a#f'u& Gw"‘m{' Ve , J;ro'“z par U's Ae V

VeV o= Dten l:.q. U= U, +t U

Lecon 10, Page 08




(R‘w\agﬂ: - S Uoz1(0,0) , Vet une dwite vectorielle (et vn espace ol
e D v, 4 (00), Vonlat pas Wn espace wechoriel: ‘

. veV < V-V, € Vecklv) =W

Done V est b branslah de W par v, :

Vzuve+W = ve+ Ved lug)
w \7app4llna la drotte vecforiele associa o V.

Legon 10, Page 09

l-, B o une -‘-ﬁ'm'{-g'ab. choix possibks povr U'..'

(p,v) A
(o, )
, al

_E_pt_l-ﬂ:t S U:(x,ta\, U.,U‘elf?-", on o

ve Vever Vedly) o= uv-v, € VGO"‘"«)
N

= (x-p,%-v) & Veck ({2, ()

x-p ol

.,=_,,‘ - o

h-v p

Lecon 10, Page 10




== (r-p)p-ly-V)t =0

= Px-ety = MP-vVe

Douc o forme qéuirele pour l’&y.ml-. Aluve dvoike aplive :

V: a:¢.+bla=c: -

"

* Lo parkie ax 4-53 * combient wmformation sor la

dimckion e V v‘.=('i)

. E\ﬂ MP'&QO"J- C por D) on Ob"u'-u‘_"‘

> W I ax + bﬁ ") — clest l’/wl-bu de o dnite
) vectoriel a<socies .

_E_?..’ V = ilx,-a)eﬂ.?' | x 4 'Sla:&j c— deser. paraw.

Legon 10, Page 11

Chor'sissons vn  poivt V, = (b,0) (w v, = (3,1), V"= (o,2)
et )

vie direct ou . Uy = (“5;4)
= V= (6,0) + Vect (l-s,d))
w

&m_'— S-'V:a.'x--i- bla:C J o Ve = (x,, 'a.) eV ) Vo un por'll-"'

Y)al"‘l'aul.‘cr. Alors ax, + bla, =C

a x4+ bca = QXxg+ bcao

al:'--x-,) + lp(la-la,) =0 => V-Ug € Vc&(l-'n,ﬂ)

Lecon 10, Page 12




Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 02/04/2025

Lecon 11: Plans et droites affines de R?
\

10h20 — 12h: BS 230

Drote passomt par 2 poinks: r,v' e R, vtvu'

So e~ W, drolte vachwiclle assewa
aV
(W ¢t+ // 5: V,)

Lecon 11, Page 01

Ploms orfivas oo >

h_"—f: S; U., ‘rq' U‘_ é lgr“) U-‘ ‘* V.. Pees ‘Oll-“.—-l"-sl ﬂ'or‘

Vie § Vostatys by b, tre 3 C R?

« S/ Vvozl0,0,0) , Vet L plaw vectorel d'avant

« S{ Vo k (0,0, o), Vvv'ﬂ+plu.| Un sspru- weloriel, mais le

plav_offine con€emmt Uo, dirins par vy ot u,

4

Lecon 11, Page 02




#a“ ‘ﬁ"m, mém"’ U‘. » dfrl.jp— par V“ &{‘ Ut

W= Ved(y, va) ot L
plan vedoriel assocts :- V.

(Wesk V3 v1)

=[V= v, + Veck(v,, v,)

Legon 11, Page 03

W= Ved(u, va) o
plan vechoriel associs ;. V.

(Wesk W& v1)

=[V= v, + Veck(v,, v,)

éya.a.i'len ol mn pbu offima : Sonlﬂ-'l' Vo = Ix,, Yoo 2o), Vis ‘“u"lad!)
U= l‘s. JB‘\I ‘ll)

VE V < U=-Ug & Ved (v, u'a.)

V= lx'%’%) L';’. de W:
: I’ =-Xp ol ‘1; x o, (‘;
Y-% o p | =0 9 4 p|=©
2-%o d.3 (;3 z dl “’3

Lecon 11, Page 04




d |
am‘x’)*b('ﬂ'ﬂ°)*cfi‘zﬂ'&o ax-bbao-c.% = OI
R, .
) a:t > l: LT = ax.,i-bla,inc.i,_l equa ~on

_ 'nowtoa’h—l-
\ / / nStovici 2 1)

dmccl-cou ole. V

pp--d'

P"""ﬂu’l’lr" {qud.{';oﬂ q:u:-.k- Al

P'uu a t’-P-llle.

3
V= §-aebyezt, 303 by, 104, 030D T2 téR § € R

QI

Y b 7

= { {'?-J 3)‘1)"'&1(1;%;1)4' t’-(lp-“'%)’ ed.;eteg}
N e — N s
Vﬂ V‘ UQ_

Lecgon 11, Page 05

= Vet um plan affive (v, % (o,o,o))

éa’uah'ou "lounogg.wl- ( {1 e W = Vld‘(lfq, Vc\) as‘.soa’-; ‘.

~ 1 (A
4w 3 -1|=0 =— A0Ox-4 -2 =0
z 1 a
-Eﬂ“a,l-roqp(g, lf: Xy ﬂo 2o
L J J
qu-na_?e = AQ.(-2) -3 -3.14 = ~-730

n n
=D V - {[x,'g,%)e "Z.! 1 Ao x-— % - ?e = - 303 “— 40’“— {v‘,l-f”

@ V= {lx,ts,z)eﬂ_s : x4+ Y- = 33 — plm oflie

U'o9- Vcd‘cws d.m‘uwg?
Pex: Voz(0,3,0) eV

Lecgon 11, Page 06




Plam vetorel assowe: W= {(x,uj,&)e-lfl.} : Zx+y-2 =0 3

§

Aivechions : chofsir dewse V4, Uy € W pas ppgpah'bun[:!

‘pd: l)",:lo,d,‘l) ,V'f.:(’/;,oxd)
W-: Vcd‘(l&, U"l.)

=> V = [0,3,0) *+ Vu"'llo,ax,-z)J l"/,,a,a:))
= {lo,%, ) &y (0,1, M4 ta(%,0)) | L, te € g}

oV’
V =z lo,0,-3) + \/cc*'((o,4,4), (5,2 ,42))
Legon 11, Page 07
Drotes affines b R>

DE:| Si ve,vie R®, V% (0,0,0),

v:: {U‘.f’bv“ , te ﬂ.}
t

drotle afiue contewaut v, , du‘n'q‘: par Uy

U= U, +tu,

“—V=z=u +W

(0,0,.)- \l\/ = Vect v, ). dros te vachorielle
v >
\1\/- asse ‘ﬁé ; V

Lecgon 11, Page 08




équ.al-ms ve V = v-VUg € VGC"CU’Q=\A/

7

[3., 5&:‘0)

e 3IteR +.gq.

Cas:
pr—-d

1) d, %0, duko, dy 50

X

l“““-.-"‘&) ¥ lo, 0, 0)

!

u"Lrp- ﬁIJ"

(3-30‘ 4 - ¥| -20) = (t:': ‘b_‘;ll b“!)

| )

17

W associce !

Xo¥e | (8- % . ) x_ 4.2
A, oly oly el, oy d_s
\ Z‘Wkou.l !
Lecon 11, Page 09
2) o, =o, d *O; ﬂsko:
Wauow'.w':

x = xo ) m—‘op _ E “a_p
oy - “3
R 2
Z(qua."fo-_s

3) o, *O, O, = ©, 0(3*92

- X-%p -
ﬁ-'ao’ d' = “5

q) d.io, ‘1_*9 5 ﬁ; =90

Lecgon 11, Page 10




5) L, =0, ol =0, ds*p:’

')L':x-, %=%,
+ 2 arbibraie

Y o.

5) o8, =0, o, k0, oy =0

X=x,, t= 2,5
+ Y arbitraine.

‘\lo,a

4) “g*o, “L'-' o, “s =0

‘0':'00: =2

o

+ % arhitraine

R )0

frg o
v i Jd“ta

R i.-i.,'rtu; 4.
~————

=g
= 2z el ?b(
arbitrame . ¢

Lecon 11, Page 11

Ex_’ @ V=flz,g,e)=(3+t,—z, 1+Lk) , teﬂ‘}

E‘qua.‘-‘ou s:

"
Vo

Vo + VGC‘L(Uc)

Vy=1(14, O,?v) —_ la=_z x-3 _ 2-1
7 r N, 7 2 2
o, - I 3

{Zx,g.t) = (3,—7.,-:) +t(4,0,2) | te lz}
\-‘V'-—-

U" * [0‘ o, a)

—— ‘-_ — —
lf_‘_.- plau affua: T:plan offiue :

O-x+ Hy+o-d ==2 2x - =5
/o O=x3% //% t: Z*"S‘
p.ex:

(%,0,0) €T

(1a°;'3)e Ko

Lecon 11, Page 12




(3;13 1)5?,_

Lecon 11, Page 13




Lecon 12: Applications linéaires, ensemble image

-
Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 03/04/2025 J
o

3. Applc‘cnkus lineaires

Dip: | §: R — R it lindame si {4) Vier, VueR' | pltv) = ¢ £Lv)

v w
V- Q1v) 2) ¥u,v'e R, RIW+9')= L)+ L)

A
Grtome |V vr'er”, WL, t'er,
ples
compacle flEu+t'v) = tflo)+ t' 4w,

(Owv it aussi qpe § mipeste Lo strudtuves weckovielles. )

Ex. (w= p:‘z..)
) v=ilxg) — $o)= (x-y, z....a)

t ,,hsl-_pi. liwaime . P.er. £(2(1,0))% 2 £l(1,1))
=t u) =l2.4)

Lecon 12, Page 01

2) v=(x, u.p — f(v) = Iz:an-ua, 5'54-313) ost livéaine

.D_"}: Soit A= [%’53.‘;,,,_, € MP:" () ; ow pent olifinir

g=ten

RP

g R

Ualx,, ., %) — fI) = §(v)g,.... , gw-),) , e posewt :

£IU')£ = Z_ oy ZJ' Vl'=l',,.,P

§="

O, &t Gpe £ ot associes ; A

. b
n=p=2, S A = (: d , alors U= lz,lo) f— £hr)-.-.(nx+lub‘, )
(,x-tda

I

Legon 12, Page 02



T héicre s : ‘g: n" — |KP est lineainve <> f- est associce a me wakn'ce
AeM,,,IR)
De p‘lbs A osF Adonne par
/7 A= ( [*1‘-.)]8‘““ o [ #le] Bean )

appo'l: woabrve e

f en base cavonioue
|
Preane daus e cas mzp= 2:

= St #: RE — RY lindaine . SaF v= (3, 4)

2Uv) = £( xe, + yeo) e, =(1,0) , er=1(0,0)

Legon 12, Page 03

£1o)

\

- b 'A .e’f-;) + ‘a {"1—)
e r* erRt

x (fle),, Bled) + w (£ ler),, #le)s)
"ﬂ‘f)-'-\'- +Per), Yy ) fle)yx + $ler),- 'a)
[-e'"')38“‘= x[*l‘u)]z‘.“ + 'a [f"t’]gu.‘

= [ terenty, [eelg ] (;)

\ e~

—y

mw n

A € My, [v]) B,

o b
<f=: &l"" 'g: lil"-= Q" a‘bdc'-; : A= ( c d)

£iv) = £liv,g)) = lax+ bﬁ, :.3‘*-13)

Legon 12, Page 04




D) ¥Yeem, Qltv)= £lrex,by)) = (altx)+bliy, ‘-“*‘“’“‘%’)

= t(ax+ '”5) ('3""'“'3)

t £

]

D ¥ viert, flosv’) =

fiv) + £U10)
Deouxe £ est lincaive. D

Exemploc: (@D £: " — 0

vV —oz=(o,0,.. ,0)

P!
Lecon 12, Page 05
D ¢ & o A-z. =10
u-,-.--a.flll'):lf A
1
@ #RI—e
4 -1
U':flqﬂ)'—_' fhr) .-lx_ua,—)l.i-Za) A =(-4 2.)
&u{. L) _ 4 -1 (x
['ﬂB‘..= (.a _ Eg“’)]&.q = (-4 z) 3)

et (1) = et (L)) ()

Rob: Ehdir o — £10) dlun point de vave aiomitrisua .

Lecon 12, Page 06




@ .p: fz"_..n?."' U

1 o
U= lxy) — :Phr) =[x, ©) A= (o o)
gt et une projeckron sor Ox , N a O-a
)
@ -'F . ﬂ" -_> F?.z'
-[% °
VE(xm) — $lv)= (2x, Zv‘)) A= ( o 2)
= 2V
m‘z 2 et e homotetie e vapport 2. ‘L{g““-'ul
@ g: R3 —n?
V= (x,y,2) — £IU) = [-2x + Iy+e, xey-32, - qa{u)
R, ogomihie 1
Lecgon 12, Page 07
- 3% 1
A= a a9 =3
1 =Yy B

Eﬂpr.'mus [.gld')]s“n = A [U']a“m de denx 'ﬁi;ou;

1) ) ° o
A= (o)(-t 3 1)+(|)l1 1 -3)*(0}(" ~u 2)
o o]

|
Qm,-u,-“‘a(f. 7 0'”5.')
) ) = 2 (-2,0,0) Fy 3,1, -4)+2 () =3 2)

\ olans B“,’ ‘5

Legon 12, Page 08




(2w} Ben.

o x
I

.
\-..-—/

+

(34
o
.E""'
\_——/

L 3

L4
o~
.-
."~.-—-/

N—— —
A \ UMM!.MI ? (n

Eﬂmw imr gl" MA
B: L’mww |'Iua1¢ da g . Q.h —_ I'RP .:"’ 2" RP

Tmlg) = §210) | ver"} ¢ RF

= §VeRP] D veR” tq flv): u-‘}

Legon 12, Page 09

X
}{4 ) a)+(?§lo:o)*(—|5)(o °)) ('3)
-4 2 &

on '-)

Cowpremdue Tml@) et covmprnde comuent R "wunphit” Vessew ble

2,003 ! ol'arriné.
v N

Theorewe :  Soit £ R"—DRP livéaine.. Alors Im(f) c P et un

Seus. ¢3pace de dimeunsion r, ov

r= T‘d\na[ﬁ) , A 1o wmabie associe a 4
(base cauon.)

(0w olclimica e vamg e { ausi: r‘a[#)ez ra/A),)

Preuve :  Cas n=p=3. On pud togpurs serme ¥ ve 8.31

$iv) = £lix,4,2))

"

Llxe, +r yer+20,y) _
% ,l'l{‘h.*{:

x fle) + Y frer) + 2 fles)

v,en® veer®  Vie 3

Lecon 12, Page 10




=> L (f) = Vect (ve, Vo, vy)

\77

o velabrows linwaives embre o pornts sodt Lo
wdiee s gue celles exrstasit stre lo colovues

de A = (Eu-,]sm LU‘..L;‘“ Lusd 13‘..,)
So,l- r:= ""OM')'

-Si rzo: V, zVp = Vy = lo,0,0)

— D ($) = {{0,9,0)3
T

) ¢ Vy,Vy, Vy prperbiounels — aln’au's )
l ha&kmh )

T (4) = Vet o)  droit

P.U‘ r tp.' m( V‘l_‘.{"‘
Aim=41 - .Ul
S r=2: deur duo v, sout ras prop., disous Vg et U o v
- L 2#"e combin. I deo duse awhres 5. "\

Legon 12, Page 11

— Tenlp) = Veck (v, v3)

7 plas
v, diw =2 veek.
.Uy
(o,:,,) .V

LS r=3 v,y e — D)= R?
1\
v, dim = 3
J,
Uy
lo,c o
o,0,0)
é\'_'. @ (SUH“-)

Legon 12, Page 12




-z 3 1
A=(4 1 =3 — deth =0

-y 2

T

C

s - -C
3 2¢,-Co k - ral&) =2
=) fﬁl() =2

=> Twm () et v plax
Hais on pent en dire plus...

(C.4 C, -ZC-;'C:.)

¢, (4 0 -2) +Cy(0 1 -4):(-f)(la-z)+(?)(o:-'

' 4

n

=> 2(v) = L((x,y,8)) = [x-2%)(-2,4,1) + ( 5-!.-)&:1_,_-_1)
Lle )=y, fley=v,
R~ 2

Legon 12, Page 13

N
pas prepork-

=> Tw f{‘ = VG(.+U’C; U'g,)

® (suite) Lle,y) = (x -y, "’“‘7"0) A= (: -:)
"
Pl

£ x
R* — /% "
properk. —> rg(A)=2
—_— I"ﬁ =
=) IM({) = ‘Z-z

Legon 12, Page 14




@“""") R ((x,v) A= (4 o) —> rg(A) =1

) = (x,0) .o o
- T (£) ott one
dror'te
=xe,

— Tw ()= Veckle)= Ox,

Legon 12, Page 15




Lecon 13: Noyau, théoréme du rang, décompositions minimales

-
Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 09/04/2025 J
o

M: £ RY = N e hunive sw 3 A = c d) talle Gua

vzix,4) — £(v) = (ax +b¢a, cx '-cha)
oax +by a b\[x
[@lv)]g_“ = (‘x*‘a) = (‘ d )(-3) = A EV]B‘..\

Rern : S £ R" — RP ot lindaiva , alors '.g(olzn)= O np

dowe  ©pp € Lim ()

Legon 13, Page 01

Dip: | e nogaw e £: R”— 0P llincnia) ost

k‘r(#):s { ve R" ) #lv)=onp36R"
\ awu ) 5"‘} M‘S lﬂ P"a'ﬂ‘,‘g ol °u’
Row ¢ - Kerl€) £ 7] puisapme Opn & Kerl).

. Doms lo base camonlgpan | € Kdl#) 113}

o
[@IV)]B“_‘ = A EF]B,... =[°R']Bun : (?) UP
o

o
o

Thémewe : | Ker() € "™ et Ln  sous- espace pechorial He ﬁh')

de dimension h-r , ou r = "a(#)-

Lecgon 13, Page 02




Puvse : Premons wnz p= 3. 4. R} — m* lindaine, Ao mabn'ee
o b <
A= (d e £ e base Mou:’a’m.
g ho¢
o ax + "'0 rc 2 =0

ve Kerlg) = A [U]Bun =(°) <‘-——>(# Ax + ey +£2 =0

V= lx,92) @x + h'ﬂ *rL2 =0
Rappel : ratad (=rg(£)) wesire lo Aippudances liwaias ethre
bio Vs de A , dome enbre o 3 £quabions de 1)

a=b=¢=d=¢.=-ﬁ=§ =h=( =0

Cas r=o:
= Tevt vzlx,4y,%) € N esb solbiow oo &),

r

v
= ke (g) = R} | dim(ked)=3=13-o0

Lecon 13, Page 03

le 3 )Vigues s A sont proparkionnelles 23?—,
dovc (%) we coul'fou-{'qu’uuo seule Mn’ﬂu.

k-:r(*‘J
/\ =D k-&f'l?) fﬁi' i Pbo;\) -&+ al.th-u'-F) ""2 r
> ¢
4

‘o e Vechorie | = -

Dous (#), Amx guabions sont vom - propartionuelles,

Cas r=1:

Cas ¥ =2:
ot lo Aernicve st combin. lhe. odor dewse awbres, D;nc..
) we conttent e 2 qpatrous

‘0-‘1.‘ Vu.b“(ls

Kertg) = Kerld) est bme jutersechion Ao 2 plau:v, Aoie
't vme dvoi'te, dim (Ker@) = 2 = 3 -2.
vectoriale
Cas r=3: Ker|g) ost vne intersechron e 3 plans , dont

Vit sechion est L point : (0,0, 0).

Lecon 13, Page 04




= Kelt) = {(o,a,o)} > AmlKer€) =0 = 3 -

WK

(caF )
Ql - Ker(£)  (Vintersechion dbo 3 plavs ne conbient que IO,O.GQ)

1 3
A= ( 5) — detlA)=0,
(x,4) — | >+ 3y, Zx+ 6'6) z

L

:";’ et rgiar) =1
""'ﬁla =4 , et comme

$lix,)) = (x+30)(1,2)

‘tm

y Iwmll) = Vcc'l'lldl,z))

Lecgon 13, Page 05

n

b
Ker (§) Aoit avoir olimemston 2 -

I

= Vect!( (5,-1’)

r

"4

1 =2 . Ew 0@4"“,&- peuct
x.t'!sa:g

x a-baa:o

{x+3ta=°

calamler . Ker 8)

{tz,g) ¢ $ll=m))=0 3

4
rig) - V“’L{(g
.ﬂ-.,))

Lecon 13, Page 06




®

£ > — r*
-z 3 12 L,
(x,9,2) — (22 +34+ 2, T4y - 32, x- '-ln-vl;) Ar( 14 12 =5 | L2
R rg(A)< 3 1 -4 2 /L3
do’l‘{A):O, car L‘: -L;-—Lz_

Comme Lo et Ly ne sowt pas proport. l"a[&) =2 - ryle) =2
— Imlg) esk on plaw veckorrel
-2-; Kerlg) oo dime. 3-Z = 4, douc clest e dyoike vectorrelle.

rom
° N pelle droite ?

Ker(2) : -Txs3gs e o
{’t- +4-32 =0

x + -3 =0

x - Yy 2 =0 X -yy R =o
x + '6-5?» =0 x= 22
{ -53*5-1:0 lﬂ:l

Lecon 13, Page 07

= Ke(®) = {(22,%,2),2e @3 = Vect((z,1,)
Kufg)

U

*lo,0,0)

Lecon 13, Page 08



Wcouupow'"o‘ons colonue - ["‘.)"" miurimales

S f : Q‘. —_3 QP ot lindaine, o wmabtrie A e H,‘h (n.) (en base :au.),

‘-"‘ st ra lF) = Yo(ﬂ') =re E°J4a 2, .-, P}} oW s..H' 1“'9" pau.+ &n-h-f.-

v décomposibion col.- ligue winimale oo A :

A"—' C‘ L’ + C;Ll -+ CrL'I"
7 X

px1 1xn
Celte dizomp. perwet de werve LIv) Ja Ragow parkiculicie.
C, € My ) , G = [v;]

L € H, 5 (R)

Beon

Par exemple,dans b cas n=p= 3 :

Lecon 13, Page 09

A= 61Ll+ == + CrLr
\ AN

(e, () ) &y (r ¥r)

[*‘.U')]Bm = A EU'-]B‘.-‘ ) e .
—— = x,lo’&
L

(')

PULo) = £10x,%,2)) = (&, X+, Q4+ 512) Vg +--- + e 4@yt yet) U,

Taag de £:  TImig) € Vect(vy,...., Uy ) => VecHlv,,...,Ur) a
1’ \ . \
o — dim r !
£10) ? dim = r dm & 7
vl=zo |
N

# 7 CO"I“.‘&U“'S L Slad';ud— SM'UM."'

Lecon 13, Page 10




oy, 2+ (;,na-t ¥t =0
N { — sdubrons: S
d,.x.-r('&-laqqg;t =0

Deux choses - 4) lon din de S et 2% 3-r

2-) Si v= Ix,4,3) € S , olors -.[JU')= oV, ... +0Up

=0,

dome Ve Ker(Z).

=> Sc Kerlg)
2 \
dim 3-r dim = 3-17
=> S a dim= }-r, et Sc k"lf)

Dane ) est on Jeu o dgpabrons gui ddewit exactenant

le woyau.,
Lecon 13, Page 11
Dowe AzCilg+ Coly +--- + Cr L, (winineale )
M/
baste de Tumlg) yM d'c’wf-ious povr kv-te)

N 3 -2 3 1 ~Lly-Lo
L R LN R
A -4 2 L,,.(P“P”"“"
-LZ -L;
=> A= La |t o
o Ls

r:r’%{A)a?_
- -1
(YD [T ma D) (wiineate 1)
© 14

C, L. Ce L2

Legon 13, Page 12




Dome YV v=ix,yz),

{'U‘) = l!-i-lo-'it) {-4,4,0’1— {x-qlaa.z,;} (-‘I.‘ o,-;)

N \ va

=> I\mlf) = V“I"luq, Vi..) \ v k"{f)
x+4y-3I2=p
Ker 1g) = flx,g,%)eﬂ"
X-Yy +tlezo
= -
IR VPSSP

Lecon 13, Page 13

At ewhion : Si la décowp. A A n'u‘l‘ pas mt'm'malc., G0 ne warcke pn:!

Er: On aurait auss/ pu éerive

210 =(@)(-2,1,1) +®{3,:,-q) +(2)(1, ;‘5, 2)

v, Vo Vs

= Twmf) = VGC"( Fou '-’:l B:l), mars V,, V3, Uy
n'est pos vme bare do Ty [f)
De plus , e Slas":uc.-

X =0

9=o

zczO

Yot

ne oert pas' Ker() !

Lecon 13, Page 14




Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 10/04/2025
Lecon 14: Applications inversibles, ensemble des antécédents

\_

Des mercredi procham: BS 230 (4ovtes Lo Seamces al’arcnm.s)

E_u"-, Si £2:R"— RP lindaire , étuvdier 1" éguabion

hl’ﬂ’gd-‘
" secoud e b

e Si Wk Imig) , ¥) w'o pac sl sdl.
+ S/ WE Twmig), ) possice am woins vme Sol.
S W =0gp , dos e §uver” | eltr)=a}= Ker L£)

Tmig) = fwe R | #) possade au moins wme ua.,.l-.-o-...}

Legon 14, Page 01

Un cas parbieatior : lorsqpe € ook inusysible

Dip: Sor £:R) R, lnsaie, oo mabia A. Si rgle)= miA)=n,
(alors A et incersible : A’ u(:ﬁ) y on defiunt

27 R _' , e Vassowant & A.'J

[{-'lu—’]gun = A-' [V]Guu.

-'_-' est V' jnverse e £ (ov Vﬁfw)

£ sobickait: (g v vve(@?)
#(e"(w)) s W Ywe(R™

Lecon 14, Page 02




Ee: @O $: (@Y=" )
2 -1 .
(x,y) !—"le-g,xHo) A= (‘ . ) At LAY 0 ,
= juveysible
l =3 e-' ivieerble .
Quss)

¢ @Y — @3 — A i(" 4) _(';3 us)
- 2 -

2
(oo 75294, %2 2%) %

Legon 14, Page 03

l""{))"—’"""?’ﬁnxé'%) A=

@ $: - n* (-4 2

w’ast pes mversible
Dans vn cas plas spniral, comuant nioudue (% Rlo-) =

E’i: S -g, i)_"—uﬂ? ) et si we ﬁPJ on oppelle cusenble oo
o beicdonds

2w = {ven” | 2Iv) =w i e R”

Rem : - A “f-'ffwi)" o5t bica i i/ | weone i £ n’n"’pp; fruersible |

c SiwE Tmig), £ ({w}) =g

Lecon 14, Page 04




|

S =0 , £ '(Toped) = Ker 1g)
Si m=p , et si £ o inversible ,

7' (fwd) = {4713

B

voto bien ! t Voms. sontenaect I’yn/?u. a bz, de w.

"'-'liud) se calole omeme sSuit

ve LW &= f(v)=w

= [gw)]s‘“ = At"'-‘s_i_.. = [wjam

A —
-1

;ﬁd{u‘. "AZ = b

Thiowme: Si $: R" — RP ludane , alors
, est @ si w¥ Tmip)
¢ ({‘01) flt"’ vn branslati de Kerlg) si we ITwig)

Legon 14, Page 05

Presse: Sot w € Im@). = L7'({wd) # &
= J e +q. $lve)=w,

Sot ve L' fwi). On a

) =w o= )= £1V)
‘ )- l -3 -
= LI -2Iv) =0 5 ¢ Vedae |
—> flv-vo) =0

= V- Ve €& Kerlg)

Dome  ¢7({w}) = Vo + Kerlt) 0
E @ ¢ R -
(x,4) — l-x-«rZs, %, - 3) A:(:‘ z) det A =p
/2 -1 = ralg)c2
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é‘uh'w& :f-'(in) en fouckon o w e n*
Cowmme uv=(x,4) , f£lo)= (1-153(-4, %)

— Iwmlig) = Vdd’(f-‘l,"/,_))
Ker 1) = § (e Rt '1»-29:03 = Vcd‘(lz,‘l))

- W Ved (4w), $7(1wd) = ¢

« Si we Vet (-0%), 'lfwd) = v+ Vect(iz,1)
1

-
droite afie

Pex: VD = ( %e-29)(-1,%) = (-2,4)= w
R (A Vcr."'(—“o'f:,)

— Vo= (o0,-1)

Legon 14, Page 07

Kertg)

Vot Kerlf)

£7(fwd)

Cas oguiral : We Tmlg) = w=a(-1,%) , Vo= lo,-"/,,))
27'(3w) = (o, = %,) + Veck((2,1))

Lecgon 14, Page 08




® t e — 2
\)':lxng,a) — (x+y-32 ,0, Uz 2,.3..6;) = f(v)
Fixons w e ﬂ}, etudions ‘f--'(iu\).

'Iqu)? Posous w =(a,b,c). S Us(x,y,2), o &

f)=w &=

Ix+y=-32 =a zx-.‘a-'&e.:d-
o = b & o =0b
Ux +24-br = c ©o =cC-2a

Done v st sol. semlewmend si
lon forme

bzo, Cz2a, donc W est e

W= (a'o ) 2a) = al41,0,2) = ITm(f)= th'((a.,o,:.))

— Ov o alors: {-'({wn = iu-: (x, 4, 2) I fw) = w:a“,o,ﬂ}

Legon 14, Page 09

= {u=(:u5,3)l ?,.xd-:a -32 =A}

= (3,a,2) + Ker (%)

e, Y

= (3,a,2) + {lz,g,%)'- 2x+ y-32 =a}
N\

—
—

plan adtiue

+V. =(3,a,2)

..... —\‘ we Twm@), w=a (1,0,2)
o

Lecon 14, Page 10




Ditermivant et aine oriwta sovs Vet A/ uue applicakion livaie

y_'- Si $: nR" — r" lindocne, de wmabrice A (en bose Cau.) , Sou

dltermivant ot
—_— Ak () : = ot (A)

Cas w=2: %: ﬂ-z—'"ﬂ}, lineaima

w [H:Z) ‘V U‘Q, Va é R-z' olms un NP:M oho“i, u?_'.___.-..r

““Vt‘l r'../

G'l‘(“’",g“’t)) = d‘*l{)' U-IVS, V],) 'I/‘

e,

Lecon 14, Page 11

b
Pamve: Dot $ipt— R, o A = (t d) sa wahrie [(enm b.au.).

Soied vy, e RY Vi=lx,4,), V= (x,,45)
Décomposous: Uy, Vy doms B, :

Vi Xg 809 9+ 82, } = (v, V) = ’.-tr e.) (x' X-L)
Vp= X184 + Yr s W Y.
-.P

L)) - (ax. + bla,, C-\‘;"d‘aa)
tw) = (axis byde s (cxivdy,d e,
us) = (axav by,) e+ (cxye dy,) QJ

+b r
(B1v)y 2(uny) = (e, ¢,,)(“' 9 A I"“")

Cx,+dy, cxyedy,

Lecon 14, Page 12




= le, 61.) AP
»
P
Par b Thiorewe dija demontre )

Cle(v)), $(u)) = A (AP) ¢le,, e2)

]

—~N—
dét (A) et (P) 6 le,,e.)

\-—v—-’k

et (f)

Y

"lU"., U"-;.) por ke m.auu_ “ﬁ.’m‘hﬁb

(L

Legon 14, Page 13




Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 16/04/2025
Lecgon 15: Structure vectorielle sur les applications, composition
\

Auj.ural "heet : BS230

A propes e la Sevie § ...

Nobtoabron par aujovrd’ he : l"g -— A"

siopttie "A e lp malriie assocviea a

£ e base canonigue "

Struckum. vedhorrelle sur bo applicatrons lindanas

Stk f,9: R"—RF | o XeR. On difint

X )
DA R P /;
v (Af)v):= A £(v) &
’ DR.P“. ‘\‘\
: — R ... e
V) feq: @ R JORTIE
v [(f+g)v) i= RlU) + g(0) oo

Legon 15, Page 01

LLM”.‘

Si ’P"b ot lincaimes, L e A |, g e~ B , alors

€ M, (R).

1) M ost lindama, & Af > DA
2) 'f-'l'a et¥ \indame , ot fa»a ~> A+ 3

Prevve. : 1) St v,ur’en”, a,d'er,

(A8) v+ a'v')

ARlav +aly’)
A (afivlea'2i0)
d-r-Llv) a' X210

‘) £ \l’lﬁ{alm

= oL (A2) 1) + &' 1A ()
=> A{ lindaine. 8o wmatrice ?

Legon 15, Page 02




[(M)lu)]gm < [N2wd = (AT,

QA Ly,

{

Quesbion :  Comument se umPar-l'u.f‘ T, Ker, ra,dd‘ sovs s

trom sRoruations [ :E-——: ).ful ”f,% —> 49 ")

Proposition : | Soret €, 4+ " — R linZaines, A& R.

) si M=o

rﬁl)f) {- ©
rale) si Aio

Lecon 15, Page 03

12) ral#+3) s ralé)+ rgly)

Prewe « 1) Tmlrg) = { Aflv) |ve !2."5 Si ;\i-'o,- "
- o bnfma,...:{- n” avec
Iwm(@) i A¥o v, Adlv) parcourt le
= wewe Sous - emSewnmble
{{o‘z?l S A=zo de of oy 2to)

'2.) Supposous  aua f’a[#)=", rgla) =9, of qu

] !

qLq

g Gr~> A - C, L‘ e 4= Cr Lr WP' ‘d/],'ﬁh‘_
minimales

g ~— B = ClLy +.-- - +C

= fa-g > A"'B= C,L;*----'C,-L.—*C."Lq,"" *C.:L.\'

Lecon 15, Page 04




A\

e

—~—
r+q termes, mais on ne sat pas s;

elte ateomposibion est mmimale ov pas.

Dome rﬁfﬁuB) $ r+q.
- r‘gl@,pa) § rylé) s fglj). D

Rown : In n’;a a pas sde resultat 1€u£r4( pour ex privses

—

Tmlg+4) on fouchon de Tm(g) eb Limig)
. Ker LR34 " v Ker(R) oF Kerla)
- oot (Reg) " o detlR) o detly)
N oor coube: i€ R— 2%, alws ¥Ae I,
Ade(Ag) = A" det(p)

Lecon 15, Page 05

E\'-u«phs ¢ (RY — IQ")

. 1 © o 2 - 17 2
3 o) +(° ‘4) B (3 H) To::

ry =4 rg=1 rez= 2

re(@) + ra(q) = rolt+q)
ot =0 def =0 dek = -2

ot (@) +detla) X dd-l@q)

SR (5 ) =

re= 4 ra=1 re=41 Y'%l‘-) 0-"6(0) > \"3[{4-%)

et =0 det =0 At o det (R) + deklg) = dek(Qsqy)
) (L)

2 o 14 & 3 b Ter:

rq=1 rg =2 ra=141 ralt) + rala) > relf+g)

defFz=o det = =2 def =0

Lecon 15, Page 06




43)‘_(-1 '3)5-("0)

(-:. ] -2 -4y o © T
ry=2 =2 rg=o {
dct = -2 et = -2 det o

Compositon d' applicatious

Sol'u{' :?-.Q”—:@) 3:@—#@", On p.u‘l'ﬁaow

R" % > R s R
vl > Pv) > alLry) =: (go £)v)
3o ¥

Lecon 15, Page 07

SO\M' 69£ < ﬂn —_— nq
n o — (aof)lu') t = 61£(u‘))

Proposibion:| S £ R"— R®, 4: 7 — R sack lundaives, alors
%94 ¢ 7 — nA cl']’ lindaive.. *— w’r.'-g,'& !

Deplus, i £ > A € M. (n)

§y e« R e “1.? () , alors

ﬁozf > BA

Prowue:  cas n=psq=2. e A .(455 ,OHB:(* B)

—_— ¢ d ¥ §

=) g(x,lo) = (ax.-.. Bta, c.y,d-dbs ) et

Lecon 15, Page 08




:a(x,g)-s(d.x *@%Jf"*s'ﬁ) , douc

{boi)(x;ﬂ) = ﬁl-glx/‘o))
= ((ax+bp)+rplexsdy) ) xeby)+ §(cx+dy))
= (ldn-r(sc)z + (& 'M(Sd)lo; (g +8c)x+ (KI:‘SA)%)

Douc )

wa + fAC al:w(z.d o (B a b

ﬁo.{ D ( = )
fa«fc gh+8d ¥ § c d

\-—N ——

B A
Questis :  Couement s aom‘aarf'ud‘ Im , Ke, ra, det sous

Les cowm positious ?

Lecon 15, Page 09

Qh g RP 3 ‘Zq
3#

'P{npgy??'m: rg(aoi) 3 r'a[a)

et un =" w0 4 ost inversible (n=p)

Pusse 1 Version 1): Moubrons e ]__m(%p 1) ¢ Iﬂﬂﬂ)

Sot we Imlgog). = J ve R" t.4. (go)lv) = w

Doue w = al&?) = w e Imig)
RP

= rylgo®) ¢ rgly)

Lecon 15, Page 10




S g est .'hV‘f“._l'q"_'-' mowntrons Hpe Im(ﬁ) C Im(%oe).
Sit we Lmlg) = I v'erRPtq glo)=w.

Poitgpe £ ot inmercble, J veR” tq. L)z v’
Dowe  w=glv’) = 4 (£10)) = lge2)(e)
=> W € Ll gof)
=  Twmlq) ¢ Twmlgog)
Douc i € et inwwrtibe, Tmlqo £) = T () 5 Aoue
ralget) = rala). 0

Lecgon 15, Page 11

Versian 2): R" —_— ﬂ-p —_— R"

?
A B = C‘L‘ *+o-- ‘CrLy-, ﬂ: Y= ra(%)
\ dfwup m:‘u:mak,
On sact gue
ﬁo-f <> BA = (C1L4+ --. + C, L()A
= CulleA) +-- v Cr(LrA)
N~ \"“'"."‘
"L; =L, -

e dizowp. co)./liopas do RA,
wmals on ue sait pas o elle cst
rg(&) winimale .
n
) — ralBA)¢ ¥ => ralqef)s ralq).

Legon 15, Page 12




Si £ et iuversile, c.a.d. que A et iuversible, aloss

rg(8) = rol BAA™) = rg[(BAVA™)

A montré en
¢ 79 () “
rgl RA)
= rg (RA) = ro(R)
=) rﬁ ( 60‘) < r%(ﬁ) D

On peut demontrer, de wdia_ : ( prewdue lo ""Versron 2)")

‘n'opds rion -

ralgod) s ra/e)

R avee =" si 9 inverable.

Lecgon 15, Page 13

WM: (H:P:q) 'P,ﬁztz"—'ﬂ"

setly ed) = det(q). detg)

Prwse: Ouw o vr em exercice ape S ABe H¢';(ﬂ?—) ) alorg

At RA) = ded(r) old-(A)

Cas gluiral : n33:

(D)

Legon 15, Page 14




Algebre linéaire et géométrie (Mise & Niveau, Enseignant: S. Friedli)
Lecon 16: Projections
\

Jeudi 17/04/2025 J

’b&h‘p’f&f t 1, Calewl wmabeiel

2. L espoces veckoriels E"‘ (734
3. Applicatious limarnes . R"— RP

U. TroausPorwakivus acomd triguas e R* 4 R3

projechiows, sam;i-n'.s , retablous , néflexions , ...
"R'osﬁh'ous ( pos forciment or+hogonales / )

Sit $: RN" — R" \inlaive

D Onﬁfsry*cs#w&juh«ous} $of =%
Ei .S, F 4 s A 2 et si £ est vne Wj‘@“rotu alors A‘L':A

(A ot appele makrie Au projickion.)
. inquoi “ pmd'cd'oun" 7

Lecon 16, Page 01

%Ei*’bu o *, R” — " o5 vne pmsabh'a-\ 5 alors ¥Yuve ﬂ..“_,
v -20) € Ker (@)
On pud done tovjours dicowposer v Ve R cowmwe soit:
U= )+ (- Q1Y)
e -~ — \
Kerl 22 e U
ero@) ekl el
Pawe:  Bn offet, Yver™, )
) « -6
2(v-2) = §v) - £{&)) bamenee” £17)
=2 O~ ImiL)
'.G lin. car 'C P”j““f'a
= U~ L
= Opn = v~ L) & Kelf) (W)

Legon 16, Page 02




I‘n{"rpuﬂ'h‘ﬂb- #9»«")'"',;- % &A’ r:= rg(-.-l!)

Daus R*: Sirzo: =0 (viem & intarpnéter)

Qir=4: = Iml#) ek vhe droitfe veck.

“Th. Romne
N ? Kerl) est vue Arotte vedt
2-4=4 Ker i)

v- £lv)

2 , projeks de v
suor Tm), N a Kerte|

Qi rz2: Twmld)= R>

Legon 16, Page 03

Th R
o7 Ker(2)= §oge}

2-2=0 .
Dowe Vve RE , u- L) =Opt,

c.a.d. glo) = .-_F:. i,Az‘ MA:I,_

Dinus R*: Sirzo: P=0 "ok

Si r=4: = Twm(f) est vne e vest.

'1;3"3 Ker(£) es¥ v plan weck.
. 0_‘

3-1=2

Lecgon 16, Page 04




S rz2: = Lwm@) est wm plan. wt.

-n'-'-—:s Kerlt) ek wie dwite weck.
3-2:=1
Kerlp\
id.v-f Ue ﬂ’a
veflo) ettt *

A A
/ \ ______ projel s Tim(£),
‘e I K
- 17 kaele)

Q r=3:- ‘¥= l.da_‘; (c,omnu— 40&-«.’!')

Couclwsion: Si £ esk ime pro‘)‘ad-'ou/ ele se visvaltse cowume vue
mjagh‘ou ,(:W'H:'q.ua- sur T (@), selon vne direchion // a kv(-ﬂ.)

Legon 16, Page 05

‘I?mﬂg: S 4 est une prq'u)'n'on , #lors Vapplicabion lieane
i gn-% : RY — 2"
v — (;J,Ru-'e)“r) = ‘r""eh’)

est aussi vmue prjechion puisque Yuen”

(Lidgr-2) o [ idgu-2)0) = (idgu-2)( - §1e)
———— —

% ? = (v- Iv)- Llv- £10))
1) - L&)

= v~ 2410) + $(&()
——
) car £ pro).
= V- £|U‘)

= lidgn - £)(0) = 4lo)

Lecgon 16, Page 06




Oh a dﬂ‘!& Im( l.dan-#) = k-‘f({)
K{('ll'dau—¥) = IM('Q)

Clometrispament (dp» - prjette sur Kerld) , selon vme
divedton ) o Tmlf)

Ell.uupbs ]

@® $R*—R" b %
() Bl 8) = (f2e 2y, Tx e Ty) A‘(»; ”;)

— 5z(sz=}_(hz.ﬂ)=6/;’-/;_
Ona: A'?‘(sz) 31 Fl21 3 s,?%"q

Douc £ est vme projeckion., Coluclous ses sliinents mmé;‘.,.,-tl.,w
Csor Guor on propele, w..&?ulh.?

Legon 16, Page 07

& 2 14 /2 _
Covme A=—% a 4\ = "?'_( ')I:S 1) —aIm(@).-Vcd‘((Z,l))
‘:—; Ker(€) = §3x+ y=o3
=) P ((4,9)

Legon 16, Page 08




Rmmny‘aus Gpee &'du:. -£ . QL —_ ﬂ?'

lxy) > (x,9) - $lx,4)
LD unin

a4k
'(%*--%'a:’-a;’“;-a)
3

o ) )
tx,lg,t\l—-‘ :Plx.,lo,t) = L-y-t, x-t’-x-baa-?.&) A :(l © -I)

-1 1 ra
Ona: A=A = £ et une prjechion. ¢ €. ¢
/]
rﬁ‘f-)-‘-’?. lcdwm&d&"fu&o&l'mz;?-ﬂ’w,") (:\
’
Eléments carackiristiyas : T (R) , v plam veck. calculous
Ker (£) , vme clwite weck. les !
Legon 16, Page 09
Vertion 1 : A= (C,E,C:.E,C-;-C-;)-f C, (4_ o&-1)+ Colo 1 ‘l)
]}—/‘ 2
hate de N\ ——
o Twmeg) Jea mc‘m‘m'o”c'a'.
o pour P—W(-‘)
. = Tm @)= Veck((0,1,-4), (1,0,1) = fx -y -2 =0}

Ker lg) = ’;:::‘: = Vet ((2,-1, D)

'D:ne # est o pchal'lon sor e ploawn Iim(L),
selon la dirackion [l & |a droife  Kerlg).

Ker ()

v
A

SIS LS

—nsas w ap
.
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1 -4 -1
Version 2! Passous por id,-f a—— I3-A = (-1 4 4 )

4 -1 -1
E, Ez Cl
'y \pKZ“L
- Iy- A = (’4)(4 Y —mya !
4 \ yer d'e’a. powr
Ker  vetgy -4)
base ole Iv-'(s'dﬂ:‘f) o {
Tl idgy-2) = Veek((1,-4,0)) = Kerlg) ()
(1)

Wer (idpy-8) =§x -9-2=0} = Tum($)

Appl.'mkous de 2“3 =1
S.':P-.Iz"—-ln" ¢Jl'|¢'la£ai¢, £ s A

Legon 16, Page 11

M Lo hrace e 4 est la Ssomume des lomets J-c'aawaux Ao A .
n n
On noe :  trig) = tr(A) = .,Z:-"*h' Lotigd iz, m.

b
_E_x_'. glx.,la)-? (anx+ bn, ¢x+d-3) - tr(#} = {:r( : d) = a+d

“Thioneme gl 'Psﬂ.h--iln-“ "l" M. e Ma 4 > alors
:go:FzA.e) 05 '\'-'b"lf)

M: n=9%. #12_3_..&3 ) { e~ A G'Hg}“f-).
'a'a.u-'l'dbmna‘l, A pud‘s’c'cn'u.: ol °'f‘ _—
A=(a)u» v e)s[ - pv

Y Sy

s,

Om o

Legon 16, Page 12




ol « o
Az=(:)(pvr)(5 (f"'"r) :t&(g)l,«vﬂ
¥

—_—— A \'\f——*'
spe +vpeey = triA) A o

Corolla.ive :( S P =" est linfaie , de vamg 4, & trig) =4,

alors et vue prpjecj-l'm.

165 %
Ex: @ #lx,g) = (22+29, 3x+34) A,(/; ;)

B\
= 2 orbore
-3 S=> project.
= ra(#,) =1
@ (V;l‘ $:23 — »> o"uuad:‘-)
Legon 16, Page 13
id‘;-f e~ Iza-A chait de ravg 1, ~g ) ideyot
tr(Th-A)=s 1441 -1 = ¢ ﬂ:uun-
projeckion

EF si d=trig) 4 ?

Proposibion: | Si £ 27— R lin, rglf) =1, A=trid) % O, alors

120 =R ost vne projechon , sur

v — -}#(U‘)

Tmlg) , selon wee diwckion JJ & Kerlp).

%us: Comme 3{-#0, I ( ii): wa.-g) , rb( i#) = Vﬁ[*) =41
Ker15¢) = Ker [2)

Lecon 16, Page 14




[

Comme br(-_{-:t)-_- itrl#)=.}.)~ =4 , —}.ch" L

ch-lm. O
r N
$. R — & A= (::) rald) =4
(x,4) —> (xey, xevy) Mztrlg)= Z %0

Par lo preposition, %2 est lo projeckion sur Tm(g) = Vect{(1,0),

tedow pue div. ) & WKerl) = Ved ((4,-1)).
T ()

Legon 16, Page 15




\

Algebre linéaire et géométrie (Mise & Niveau, Enseignant: S. Friedli)
Lecon 17: Projections (fin), Symétries

N
Mercredi 30/04/2025

(V4
-

-....glpa‘i&h‘ou

£

Imig)

/08

Tmig) = {we ™| w=2fuA}

iju‘-n'on {

é'— -Dom\or l'.a.xpnﬁi‘oh Ae "ﬂrpld'u"a'oh lindane f 5 ﬂ} b ﬂ-‘
p(pjlq'c_ * sur o plam Xx- 9+ EL =9 < Lml(g

N porat Rixe, porsgpe Liptey) = £(v)

N ot fos L f

qﬁ-‘

. paralliloment & o Aroite dirtoe por 4,0,4) — Ker[£)

Legon 17, Page 01

Projedion sur Ke i), N & Lmid) : id-$

N

- ' &doﬂ’ Shre dbvh«a{,
id-f MB:C(D)(| - 5) Ade Traee 1.

Y

[

N -:\'.-la+5%=a'

Legon 17, Page 02




¢ doit Stre choss el gpe Trig) = 4.

u -y 2o
22 414 -5
- = |
£ «w I,-B __(ou o)
2l
Y4 oy 1

Legon 17, Page 03

Syputries

£2: R"—N" lindaie , Pt

Deg: L ok vme syudvie si Lo = id (#l«f—lu-))= U Vu-)
Rowee:

¢

(A% = L., A estune mabrice &0 sypustrie )
S £ et ume swaa'fh’-c, ells st juwcersible , ofF ' = £.
(A= A)
Propositiont | S £ ost tme s&&wﬂ'n’-s, alors g: = ._:-.:(.';l;.f)
ost Lne qu.al-.'gn-

Prawve: 4. 2id+d) > B=g(In+A), o

B = L Tu+A)
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=Lz, +A+ A+ A") -;i-lz.r..-n-zA)
Yy A g

1.

L(I.+ A) =B
Z

=D B ‘SI" Lne M'Lh'ﬂ-da-@'ojiéfoh,

= a st e p-uicd'\'ou. O

Porsopae- ) st me pojoc"l'on, on eent : Y uver"

v = (u-) + {U" - (U‘))
? N

€ Tim(g) € K‘“'(%)
— ey
- v+ v = flv)
= = >
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Rown : ﬁllr) = u.*fh» aest Lo porut miliee de v b fl),

-

¢ A e 21v)

Condluston: | S; 4 ot Lne suokw}'r'*b, elle se wisvalite qé:ucﬂn'gp.mud'

commee o :xamj'n‘g par rapport a Imlﬁ) = Im(id+ ’e),
pnrallat a K-tf(t) = k«"( id+ 'F)
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Ex:@0f: R* — ®°
(x,9) —> tx,-lg) = Flx,y)

(f- est ume snaou:h'e. par repport
a Ox, parsllele a Ota)

Domc Im(%) = Vet [(1,0)) = Ox
S0min Ker /o)) ={lx.u‘p © 1% +0-g3=0
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- =D VU’, -.f.(u-) ¢,|'- le scﬁuﬁz‘ﬂw Ao v par mpprb; Oar.,
doms la dineckioun porallele o Oqa,

@ TDowner Vexprassion de lagplicabion lndame £: R*— RY gur
repuileute o s-bm:l'n‘z P rnmofl' ~ 2x+y =0, N a 1-53-.-_0.
Enr\

On satgue £= Z.a-l'of, o0
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% st o pnjwhbu Sur 2x+y=o, )/ & 2-5Sy-=0
Imf(‘) \K"'fq)
"
Yack ((1,2D)

=) 9 a2 B = C( ! Bll -5) > OI: C etk }"ﬁ'
- Tr(R)=d
1 -5
se( )

)
Traw = 14 =y C

e (L70)

-6 - le
Dme L=2g-id &> A = 2B-T, =( =%
R/
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= [|-92% _ley <-4x 4
= :?l:.,io)- I TR TR,

G {: R*— R®

(x,y,2) M flx,4,%) = ;-::-l'-lx-o U- ¥z ,-2dy-F2 - x- 23—2.%)

N 2
A= ‘5‘(-—| ES —4) = A =... = Is
-t -t N otk !
= A est e wahre de symine
= £ et e Spuivie por repport
a Dmlg), / o kedg), oo
%s-_l’-_(td*{-).
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a = -3%
a:%("d"’e) e ‘B:-_z"-lrs"'A):%("

g8 -3
-1 _z 3
Cl C, C
u
"C.- C'L

v 5 r
=Ll[-+)( 0—1)4( (o _
b[(-'i/j\ : Z)l
Timly) = Ve ((2,=1,-0),(1,-4,1)) = {x +2y+F2=0}
_ - - -2 =0
Ker lﬁ) - {[ r9r®) - 2y-22 =o }
Vect (U1, 1, 1))  ldroite)
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= $ ¥ ln s ‘e par r'ooppar"'au-p’au J-_mfg),

N a lo Avote waa).
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VMl'an:l'o : On saif aue il-—a Wb‘i&u'c swr vaﬁ) R l a ]:wlfa)
|

z 3
“d.l ;d"% B~ I's"B""'(l z 3
2 3

(Tr=1!)

=G :)(lz_;‘)

Dome l'd-a pyjelie  sur V“"{ll,l,n)), pamll;hw-c"

aun Plau X+ 2yt ¥R =0.
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"Cokaloque " dio possibilites pour tme syuathrie: £, — g =1lileg)

Dows 2 = ri=rplg)

rz=o: gzo — $=-id : symehic par rpport a Op2

r=4: Imlﬂ) : deorke . v
Kerlg) : droite o
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a=1id = £ =2id-id = id. [ pas wamed e

Daus AL
% =0 » :e = - l'd
Twm( ﬂ) droite D alv)
Kerly) plam ‘-,:"--u-....______u.
"‘.---_,__ ".
TTET
T (5) P’a.n_
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+q|~u'h
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Lecon 18: Rotations, réflexions

-
Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 01/05/2025 J
o

&ds : » Pof =@ => se virvalise comue e prol‘ed-mu sor
Imip), N a KelQ.

. f.# = id => 9= z'(.'d-re) ctl-wpnjaa[-l'm

AN

€ se vitvalise comwn vme ﬂl«:"ﬁc por
vepport - leﬁ), N a Kar(%').

L' intrprtetion -ar,’ou:hu‘v... Ao e hrams@onmatrues ne Alpensl
yas de vepsve chotsi |

. ) . PPy .
Au“wrol hae', o1 v cousiolsrer Msu.-m-eu-"‘db ve pebes arthononads

divects .
Legon 18, Page 01
i
% Se,
Carcle 1
"n’ ’
N Uy = (cos®, sin9)
&)
Y e,
KN
uo
Rotations
—_— t coushvine vne applicotion ¢: _* - p* .3“‘)
dad NefRef ost dlofpedtver vue ..“ "..‘ ?
rotatian o © aubowr de oy 7 " !
ﬂdmah. au e og2 N i,
L
e A7 Ops
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Regpd: [l = i [vig. .
A = [[g!‘r)]ga” [2-(&:.)]] € Masr

e
V’*‘t = {le.) 2

©
& fe,) = Vo = (weso, S )

e ~siu(9)

' Coso cos(e+'},,)

sin@ sin(6 + ?ﬁ.)
e —

Do A |

cosle)
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~Sin&
Di#'. Veeﬁ, Re'-=(mo ' \

Simg coso

E: £: Rt — R st me votabow si 3 0 "’-1- f RO

Daus m vepere arthononue divect, § se wisvalise comuws e

rotation a"mak 6 aunlour de )'av'a:un..

S U:lx,ca) = xe +vye,

!
Plu) = £lx e+ ye) = x fle) + y flea)

= x Vg + v,
e 5 9«&{
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(s

AW

j) = #x4) = (-x, -y)

. ..[x,u)

-

(~x,-y9)

Yy
s ?

He, 39) e s b, 7
S s

)

mpmfsa.d'.e, e rokabron st
e hl'%p ) c.;.d,

2) dx,q) = (4

a2
)

9/5-
%

(c,b) et sor le
at+ bt = 1.

Rua: [ &
___(b

N}
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g-wlé

)+ (%) =

- O= arcstn( -"/5-)

= A= Rmﬁ(-"ls)

Ruuwgu: 1) Rg-Rp = Rg,o, , * Ro, Res=Ro; Ro,
'b) RO' 12_9 = Ro = , dome (Re)_l = R_e

:ﬂ.f_a(_o_:_.s Commerdt condruive e apph‘g,.l- . : R%— #*

dowt Vefbet st &’ gllectver wme wWllexion o' axe donne O
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— On hl?.fdl.. "l-#d' swr ko wect oe Eq,“
On msfd;u m axe qn.( passc por l'an'%.m, -Fm’.lm‘l' un M‘b"' ‘-P
avee 1" horrzondole

. *
.

'\
S -
#ed) = Yy (- 0) = Veu-,
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( coslze)  coslae- W) \ _ ( cos(2t) si-(w)>
= f e A= =

sin(2u) sin(2%0-%,) sim2y) -coslay)

t R

Vay Viag-1

Bﬁ Veer, S cos(@) simlo) e =2Y
{ " Lsinte) -cos(o)
" sgpitrie” A t
Ve v

Dép: £: R*— W' e, «st me wiflexion s 3 F.q. e Sy

Daus u repive orthonorud divect, £ se wivalise par vns
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vellosion dout Vaxe est alc‘n'?: par 0'0,2'.

Rewe: | L'axe est fait de tous ko poiuts fixes oo £ :

axe = §ue R:| &) = v}

Lisn avec & cours d'hier (sor Lo Cﬁwﬂrfes):
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Sot £. R* =M™ wme nifleciac: J O +.q. £ e S
0

cos & SNIG')

Sin® ~cos®
Calau.laus :

ot & WO 1
392 = ) ( ) —4 ( O) - Iz
Sing —cosé s - °c 1

Donc £ et ime sigustne. S giz Llid+p), ctie spucchie 2
se fat par ragport & Tinly) , N & Ker(y).

3_"'_.“'.-'-9 Sin @
Or g %(I-.,"‘Se)z ( * z )
Aw:[l-gt-c‘A

Lnd 4 -cosP
——
2z <
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J
( m"["&,) sin% cos 9’5_)

singy cos &, sm"(%,)

oS e/z
: (o wmts)
st &,
N = \ d:wup. minjwale
Vo, Novyaen

— Timlg) = Vect | V)
Kerlq) = § (i) 3¢ cos @4 + 1y - St = o}
Vi (g, coes))
= Vet (Vg ,x,)

Lecgon 18, Page 11

Done £ ot lon saawa'n-& par vepprt a o drolke dln'u}a:.pmr Vey, ,
daus lo dineckion Ve« ", ( qui et blen perpescdicnlatiue o U'p,‘!)

Be © fmw) s (A2, 52) ~ a2 ()7
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Comme A = 31,-,.' —  réflexion par 'ace diviag
par V.

Row: L'axe <t aussi Venseuble de pu'n.":

fixes do ‘g.,

X.'I-Ia = Y2
x -y =Ea

{ll-ﬁ)x + 3y =o

x

flx,4)=I2,y) <> {

~
—lHﬁ)lé =o ¥

Capatia,
=5 Vaze de lo viflexion a ponr fym‘rm
Y= VZ-nx
Lecon 18, Page 13
X W= (R-1)x
Exercie: tam(%) =z -1 !
l',‘

@ 'Douulr ﬂcgppdﬁon de la viPlexcow €: Rt — Rt Alaxe :Y-i'?.azo.

Lecgon 18, Page 14




Usthode 1 :

—_

cos2¢)  Siu(2®)
Via 1'au%l¢. W ? ~ SZ' = ( )
t siv(Ue) _coslue)
indinaison
de Voxe !
W sahisfait: cos U = = sinlp = -1 A
s V5 L'q(ta
A e
2cos?Y -1 Zsmy cos'f
Sy = &
zlf .,
Zsm cosly 1 -2cov’®
2 < -l A _
} (=) -t & ® % %
y RS 1-2-(% )1 4 %
< (¢ (5 ‘s 5

Lecgon 18, Page 15




\_

-
Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 07/05/2025 J

Lecon 19: Boules, rebonds, changement de base et applications linéaires

_E_t: Ditarminesr Vexprossion on Vagplicobion £: R* — R* G
repriseute [ davs wn repere orthonorma” direct ) la veflexion

d"xb xl-La:o
Ker(q) = Vedt(4,2)) = { 2x -y =0}

Hothod 4: Via Vange 4: cr = &, sa..qz-z/E
?~ S

cos (29) gm(m)) \ (3 -y
20 "\ sm(2¢) _coslue) 5 \ey -3)

Legon 19, Page 01

Niote 2: Vi o projection ser Vaxe, 9= -'1-'(:'-! +2).

T g : (3)e -2

+el Gpea- 'Tr'(ﬁ) =4

[l ‘z)
ng-—g(_z 1

car Kaevl. )=i?.x- =0
a)=i2xy ¢
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Uethode 3: On sait g

8l@)  Since)
§oe Se - (qrum —eosle))
n)lltfu- tovs Lo points de lave (x+ 24=0)
doivend done Pixes , c.a.d. {lv)= U V¥ Ve axe,

Ev part/adcer: £12-1) = l2,-4)
———

z
-4

2cos(0) - 1-3mlO)
25iv (0) + cos (®

=) coi(®) = 3/5_ ) ST l’).‘-’ -"/5'

Avpplication: bovles oF nebouds v
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Bllasde) Pour atkeindie lon
boule noire en passaut
par lov baude , on oot
viser e poiut C oo
lo bowds , oU

\

dwite BN', 00 N ot lo nflexton de N o trawes lo baude.

C G} "l'ldilsﬂld'ﬂ)ﬂ
evbra lo bord de (o
bande o la

-

N
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Cas coneret: B =l 'B_z!_" Trowver le poixt C oo o

Marche o SUIUWe:

1) Colewler lo veflexion ﬁ:ﬂz—*ﬂ-" O %
N da, . B x =
Aloxe ody,. On a vau H‘u hewet: “‘ ’ ) ""b o
g~ (2 -4 ‘Nz pom)
1 S \-y -3 1

2) Colowter N'= gw) = (28 -2a,-38-212) = (4,-%)
3) Calowder Dinkeseckion ewtre dy & lo drite d', passout par

Lecon 19, Page 05

(-4,5), dirigee par l4,-¥) - (-4,5) = [8,-12) =4 [2,-3)
_x 43 Ui
d': (-u,5)+ tu, =(Cqezt,5-3t) , te R

d‘: x-a-z.la:o \ \

Tnbersectioe : (-4 +2¢)+ 2(5-3t) =0

6-'{"3:’.0 =)t=

)

2
=

(-4,5) = C=(-4+2-2 5-3.

ol

]|
)
1Y
-
*
hl|.:
~7
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On counpligue : On veut aftzivdue (3,8) o partot oa l-q, 5)
on passant por deux baudes : 4, , puis dy

d, : x.+L43=o
(~4,5)

(3,3)=N

dl-: x =
q X
Colawder C4 ¢ din‘sg par (1,1)
Marcle o soivee : . -.
> e > £.03,9)= N’
1) Colevler lo wilexion d" )
t R = dlave dy. Cx ey Kertg) = Ve ((1,-1)
+ e =N/ A = § xez53
Ow sait que lo projection associes et 9 ~ C. ( )( ! I)
l-g' T"(q):‘!

Lecon 19, Page 07

- a3(, 1)
D g 2g-id e 2 5(00)-(00) = (5 0)
= falr,g) =y, x)
2) Coladder N'= £,(3,9) = (9,3)
3) Caleuler N" = £,(N') = £ (£(N) = £,(9,3)
- (%s-gs,—%a-%s)
= (3,-9)

4) Calewler Cq, iutersechion oo dy avec lo Awite A" passant
par (-4,5), divieje par £,(£al3,9)) - (-u,5) = (3F,-14)
—_—

Nz [3,-9) = ?(_‘!-J,;,_’-)

Legon 19, Page 08




{A": (-4,5)+ t {4,-2) = (-u4+t,5-2¢) , te

dg: x+2y =o ! \

\" [-y+t)+ 2(5-2¢) =0
6-3-", =0 - Lsz,

Dome |Co= (-2, 1) 1

Lecon 19, Page 09

@ chn&w-"u‘m-s wabvicielles d'uue .ﬂﬂr'c. liveaire dans dio

bages apelconguel
M: Cl«u.v‘auauj'-fno base Aoses 2.'.
Ue R” V=(z, .., Xa)
Bases A P a ,

—_— - ..

B - B =

P *'

g R

Pex: mzz , B:lv,v) , R=1v7, )
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(v, v) = (U, n) (u. Y)
B €
\_ov-—'
P

c-a.d- {U.‘I = AU+ B UL

u‘-.= XY +8U';
Si re @+,
-
[0-35’ =P [U']E .

Application liniaive :
'.Fs R" —— R-P

Nexprassion ola £ lorsg.’on
cholst duo bmses B de £,

v —— Rlv)

R de 0P ?
Lecgon 19, Page 11
g R s RP
Ui > Pv)
......... , fememamman B‘qu“p‘
' A ﬁ.' lewo3) :
Efl’ﬂ-;‘ pxn , f“: Benw,2? |
- - - - . e === e 4 Q
- P*P
v P[P Q|®@ 4
== - "‘B,"‘l
) ; |
[vlg . > Le(wn) R f
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pxP lel nihk

L
[-.ﬁw)]af- Q AP [vlg

prn

E: La matva pxn ditinie par

Yver',

L ‘F]B,&' = Q-lA p

déped

V
et la wabie repplseufative & @ daws lo bases B .+ R’

-

arrive.

4

['-efl-")]sl = E‘g]g’n) [V]B
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Lecon 20: Changement de base, invariants

-
Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 08/05/2025 J

B, qn —— B
Rh # . P conn, 2
> R Ban-, 134 —Q""" B'
A
[v1 n > v
B‘Aﬁ;g [2' -,]g‘.“'w_f
P {Q
vl - > L)
B c{]u|= Q lA P &l
" " . 1 - L] B“'a&-' “
R.qgﬂ_p.._s 2 1) Poor L e A, om awrad Al doriue £ oo A S
" ’ "
G" I."- . £ N\%JL.; [‘#35'3)
2) S B=Buw,r", R'=B, g0, aes P=I,, Q=I,
Lecgon 20, Page 01

¥ [#]Bsi= Q"AP = IP-JAI” = A

3) [#33,3’ - Q': A; = A=Qlly P~

ivversibles
y) Daus b cas ov n=p & B'= B, om ecnre St‘lnp'buuuj'

" [{38 " an lrew Je "Ct]&au .

5) On put calewler UIanr A'ome autre fagon:

pxn 4 P"‘*

lemuwe: | Leo colommes e t{j“) sout (deo pxi) Leo '.m‘a‘s\fm
veckewrs de B , ghcnrwmposds Aaees R’ Plus pricicimast

. ’ )
Si B: Uy, e 0y, R U’,,...--,U‘P’Jalnrs
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Cedy,. = | [ownly, Lowsd, .. [owasly, ]

— e — S————
pxe px¢ px1
& i‘-\("—_
px»
Phewse : ’o‘d'=l,...,h, la .i"':""- colonne e E'F-.lg&.r est e’aqﬁ.. a
)
°
L473,. (;) = [ed, . [yl = Tawvply
° \____/>
t car U‘d =OU'.‘+DV._J- . "1.-“:" + o QO"“
L't a
|AJ'¢-IIIG pﬁ"'r'u. D
n "

Dowc on pant se sovvenir e [8)ppr cowme [£(8)],,

Lecgon 20, Page 03

o0 L(B) et la fanslle i), ..., £ilva) (8- Vi, -ees U'..)

Ex- $. > — Y,  Plxy) zl2x-v, -ba+dy)

2 -1
On a: :?M*‘-’(_‘ 3)

P
Ve
Pronons - B: [3,‘1), lz:’l) = (U, )= (e, €2) (: ?;)
VL 2

- g'z (l,-l) 2 "'3)2-) - lU‘" U':.')! (e' C:_) (—'l -:)
N~ 7 —

U’j U"
] 3
Q

3 > L),

1‘"/\|Q
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| [}

X P
[vlg B LT

Calonlons [£1 AR’ oo dewx  wmauieres:

4) 'Par’afonu.uk. Qi

Q

SCOEE)
=(':: *)

2) Prle lewwa: [f]%: = E-f(%)]&:

[£le =G A P

10"& colouue : E{lv,)]g):' [#l‘;,u)]pa = [(1,'6)3%;

Lecgon 20, Page 05

J Eu—]gt = Q-'[U-]tqq
= Q_‘ [121-6)3

22
(u)

[l’»,";l)]z'

—

Iy 2 .
=> ['33331 < [ te""’]n' I:f‘o“l)]&'] = ( l,' b) (Pﬂrﬂ”)

z‘—h‘ coloune : Cflu'a.)"s,s' = E f-(?., l)] R’

Ouu]'l‘ﬂ : :f. ¢ b A cfnqu-l' < flﬂ-] R ry

;T
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/
On an Fire ra({.), Cowment asn extromcne
Kertd), Timlg) ) ete... o wehnes [u-gwmhﬂ!?

B_uﬂ"'ﬁ: S :F.' n"— ﬂp 'l'm'a.in., R base '2", 'S, base Q’, alors
e ([41ger) = T3lAd = rpl¢)

Prewve: g ([£3pp0) = ral QA P)

= "'al Q"A)
Q™' mwersible
= Y%H\r) (W

Lecgon 20, Page 07

Ex: Dams Vex poecdad . A =(z -’) — mMA) = ¢

-6 2
wJ Ok
o(-2) L
Y23min L'ff.)&&: = (’: :') - rg(['ll]gb:)=t
hryt
- /’-

Proposibion: [ S £: R” — R" lincaie_ , B base s 2", alors

det ([43g) = dek(ad = oet(d)

'B_w__wz Comme P=Q )
out ([#1g) = det(P'AP)
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o JeA (P AeALA)-duk (P)

= et (P Ak (P) deHA) = AtlA)
.~

Aut(P~'P)
d.l.{" ]:u) =4 D

= le ww.a, 4 dﬂ'ummgw'l_ Souj"d.o iuunm'q«.'ﬁ hum&l'cy.nu-

Par coudre , lis lions smtne Lo expressioe o nogau et de liwoge dous
dio bases diffévedzs doivent Qe Paits "a lo wmain '

Swwosous gue B (base oe "), R’ (lace o NP ~o [ﬂ]&&,

Kerl/g) 1 Tm (@) ?

Lecgon 20, Page 09

) &'*2 = {ree” ) flo) = 0gp = lo,0, --- 0)}

"

o
{U'é " ’ @, = [og?]s, = (0\

E‘f-jm' [VJB b °
résovdre le Slﬁd';u E‘rjw ( i )= ()
N — en °

pxm o pas

\

(g \
v
= { Eav, sty +Euuy, ov E sy, Sol. Ao }

N Rapeel

&
vectewrs e B EU—]@: ( )(_g) U=t U, + .- eba U,
t

Lecon 20, Page 10




c
P

T
]

{20 | vewrr} c R

i £lt'|’| + b._U"_'l'-‘- f-b..U'.,) ' b')"") L., éﬂZ,}

€ b R o+ bl | Bieen b e

or [g;u;l.}]g. = colonue ol LRI,
- Si alte coloune ost (f'J)J o a donc
“pi
$wy) = a, Uy 4o & ol U

piVp -

Eo\'auplo: V‘l“\dfu.ll. preécidlend : #=QL-'R'LJ
LUxy) = [23x- 4, -6x+3 ﬁ)

Lecon 20, Page 11

Relab. & Baws : o A = (_: ';) = (‘;)(.z +)

¥
Do Tm(p)= Veck((-1,%)
Kerlt) = §-22+g =0} = Vack((4,2))

v, U"_
- "D oD
Rlat o B: (3,4), (2,) —— (,H 7_,)
5’ 2 (1,-1),1-3,2) RR' by ¢
v, Vs =( )‘2_ 3)
2 JN———

» Ll Uy ()= (2)
)

T
2,23t =0 t;:-—-sé'
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:, 3 U
(ez )-_- °L(-z.) 12,) prorrt @ (3)

-2
% Ku[#) = il.‘, v, + taun » o0 t.te %Hb 3

= {01(3u'l‘zuz) , K & l’?.}

{« (5,10) ,%e®}
Vect ( (1,2)) oK.
=> J:nf: Ovw o e

[ty = ()= (%)
/[fw..)].;m("; ) =3 (%)

/> £l0) = Mo vy vy

Lecgon 20, Page 13

=14 (,-1)+ 4 [=3,2)
= (2,-6) = 2(1,-3)

flv)= 24 00,-0+¢ (‘3)2')
= (3,-9)= 3(,-3)

Done Totg) = § b, Ao teflon) Mb e ]
N7

propert-

= $wl4,-3), ae®}

= Vdﬂl'((l,-'i)) OK

= 40m:'q

Lecon 20, Page 14




Lecon 21: Changement de base, représentants simples

Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 14/05/2025 J

(Probléme de beamer... merci & Dionys pour ses notes!)

brses smvpmas
sl DRN—o B® | de wetrie A Wlp o™ peaieP
Q| pet-on douer
c e bwe 3 a R
cune lne B RP
& fagn g oo [p)pz ot “avss skaple qee psstble

eundle PIRY > M Py = (66- 9y +Be 2x 3y 0 2)

A W pd gou = (5 23)

= (i,(y_ -3 {) = }’&U\\:-‘f

V.(’

Zm(® = U (3:4)

Lecgon 21, Page 01

Kv(ﬂ 5 lif -3=&f2=0} = Wd ((3:2,0) (4 0; -2))

A

L v, Y e de U, que I omplet pwr St une ace
«B"u:h c't LQ?'

1

Lo p. . Uzl0;,0,4)  en e/l fg ] 40‘
o 2

Be, 4 (BunRY)

Legon 21, Page 02




oa [Py, = (o) g~ P dy @) = (322

> ona swlk[-‘.é la wadn e

I iB- -ch.#l'} :
s on okl b baie cle Snct)
3" o' U_l.”}

Leper v (4,0)- ¢

ona: [P]JJM'G': ( [P(h)]ﬂl [pﬂcz)]ﬁ_‘) = (cz: -t: ;)
o v
(6,‘ l‘ 3 »'U'_“ ,/].4)‘4’

= 1.1&'

Legon 21, Page 03

b || SRR d‘mrbm_? : {B: ViV,
BUSIRTARTY

on a: [P]ﬁ'&l = ( [P(.“U:,\]ﬁl [.ﬁhﬁa)]ﬂl) = (; gg

3 L L
G3;10 (2;0) (s;9)
Lo (1)

it £ 1" lindnje de g Cremn|n,p})
quﬂi 'BM&:%&RK
- B e buge e RF

s n-v

j Vles que:

r |I I"" O 4000
Ly a~ D o ( 0% 0O ‘3’)
orf\ o I o | SHOC

Legon 21, Page 04




preges (Hdee)
s g 0)

P diw (2nf)
v, dwm (kgP\ = -r (Hapn v !‘mﬂ_)

- ensdims we bage K ke (F) : R "

que l'on Guwple b ¢r base de \R® B, v,

dfdnissons: f o -Plug) - Ut P

kmme

e pamll ef Moe o Porwe e bage de Ty

\ ] 1l
- mwh _)3:1&"--»'1.};"{,“ ,"',UP
~—

ol

LMC“EJEQ

-

n-r

(P3gg = (Crwlly [E9Ie ~ [Fonlp [f070] - (p] )

|

Qmeadno

v,/ T

\ ——
A

Q

(]

Legon 21, Page 05

oondle: @ HR3 - 2
H’i‘@ﬂ\ s x-Y 233 ; Le-Ddyg-rlUg X1 73)

-3y

Lo A~ (* - ”) on sbsgne qik ek (A) =0

dlre_ .

4 1 7
Ce < k
S(,417_C.1
-1

A= (_;)(4 o5) ¢ (‘3)(0 1)

> T (P = Ued ((t;2:4),(0,4;2))

x + 53 =0
—akﬂ' # = = + -S‘-l"(
(‘ §¢d-4-2‘6=ﬁ wg( ¢ ! )
o4 -2|< .
o0 4 ° i J3 1J-*l
Uy

Legon 21, Page 06




Wwims R PRWIRIATT A gig'ww_(wu_af( I Llewmanw)

-

v )= ey s £l = (10

W00 5 wowplle (it v

4 -4 ©
2 -3 o440 ‘—D',quj;',‘ul'.‘la’
A A4 A
2 4
sV 49 0
P:;!f.,ttvmsmo- DE]BB'J‘ o 4 o)
4i1N0 9 O
aec QAP
1 e -5
(U g) =6 a ) (3 é'i')
Sl
(E’QM_‘-’B
A 1 o
(v oy 'Usl];(f,.‘ €r €3) ( + -3 o)
4 4 4
\_.—./—‘_‘
Legon 21, Page 07
v IdLo~ T x
> QP = . - (?‘,38)
o000

9 -wnd
D pater pewan (3502) S0 epenee oy

= 3 B3 t¢ [Flgp - (52 = 1,
T VN S l(o;o\i - B¢y
d‘. .Bl‘P(&)b'P((_,l) :B': (%eibﬂ\-@);(—'sm,i‘n’sg)

= [(Qgzp - ([p(e.‘)])j, [Pte))g) = (; E: (£3gp = T “

lien aee b dh;(;M.‘:n-]’:m_-

Legon 21, Page 08




lien avee LL dhﬂ.o'w'.'ﬁq'l‘:or\.;

Q:| & & R = 1" lndive, e -1 one buge
B Rlle gee ”1{5 sl “auss! slppkwg;ss.‘lﬂe" t
- el ou

pade: gt P12 R, pojedon <wr x-24 -0, @ralelsad ¢ (4;3)
Im})
—DL»\(P)=Ued('z,{)
—> Mer(e) = Wd(-4.3) - {3x +yy--0]

A6
= 5 &
peods GGG

Legon 21, Page 09

v
A
—
—
-~
/
o~
Gz, 4)=uy
= T, 40,

o nakuse. qeomitripa d | cggen d b ngordes dors (o bose. -
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ﬁ" V= (Z,"{)"U'.L:: (—; &)

- alcobs [PT5 (= [PJg,) = QAP = PTAP

00 (v U,) = (e q)(i';

———

%m"“ﬁ

dne Co]3=(3 _;)—1$(§j)(j ;) o 1%)

1
~

Legon 21, Page 11
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Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 15/05/2025
Lecon 22: Réduction des applications R?> — R?

o

S £ R"— RF, lindaive, 3 Lic bases BecR", R'c RP telles qua

E‘FJ"E‘, = "'1 '- ) = Q‘IA P

Doms I'Ex. 4 lScTn'f.-l-'), on et park oo A'=[f--_|g“_ , st on st arrive
L1} o v - .

o lo vepnisentabion (%’1—5) s Natde d'uve sk d'op. dllimestaines

sor bo ||'5m et Lo colomus

LEK .- E‘A:E:E;--- E,
Q" P

(or- “ mm'oudm!)

Lecgon 22, Page 01

@ Réduckion o’mus applicabion linicie £: R*—R* | far A= [gjgm

Bz e pdﬂngm w"c'r.'gl-.-% de £ (o e A) st Afiw par

XA l—> ‘X,‘Ix,):s ald'(A-—x.I-.) = w,th—)

SiA-.:(::) , xglx)sdul'(a-x b)

c ad- 2

- LI ad-b
xt - (a+d)x +( e)

——
T At A)
s A
EE; Lo vacieas'de e (1 e a 1) sont appelees valewvs
s de § (eF se A). N
propees ok £ VAP

Lecgon 22, Page 02




L' extstone (et Lo mombie ) de racines dipend cla

A= T (AT - 4 tlA)

Bcas: A<o:  Avawe VAP,

A=o0:

Ve seule VAP, ) , oF Ngln) = (x-2)
_A_?i_’_ Dewse W'tpg_, ),#)n;,-d' ’)Z#(x)-.:lx-x,)[x-)b)

Rem:c Lo pd-l.a'..«.. G-f‘ac.";ﬂ'('l'b'w at bies assaie o P ; ne dipeud
pas ol lo base chottic | En OWD

ii’m'l'l'on: Vba“ 8 oo ‘2?',

Xpgp = Xgld = Xal)

Lecgon 22, Page 03

3
~
1

= olb+fp-'Ap - X Iz)
——
PP

At (P'(A-xT,)P)

= e (P) et (A -x L) Jdet(P)

= xﬂ"‘) = 'x{lxl =4

Ou'appnual-on avec %?

M’ Soit U=(x,4) ¥ (0,0) , et sot Ae R, fixds. On o

$v) = v <— Xest VAP e £, oF
Ve Kat*-}l'dng)

Lecon 22, Page 04




Daus o cas , V- est appels’ vecteur propre oto- £, associe
o lo VAP A,

Prewwe: ) =2v e (£- 2id V)= (o,0) (M:id._..)
o=t ve Ke(f->id)

Comma V& lo,0), Ker (f-Xid) % (0,033 ,

flv) - 2o =(o,0)
~ douc |'4’ﬂ. lin. L-Aid nlect pas imunersible.

i)
— det[4-2id) = o
N ———
det(g) = ok ( A) Wp 12
— A est VAP L {. 0

Rows: o Si U est VEP de £ [associ€ a la VAP 3), alors tovt mulbiple

Lecon 22, Page 05

de v est aussi VEP 4 R ( associé a lo WP )).
Ev effef, si v’.= v, oe R , alos
Lv’) = Llav) = o flv) = a- AV = A (av) = av!
AG-"" V\:;:'VEP
N— -
e lo VEP repuisedent dio direckions pa-tieulisies selon lesqpalles
Vedpet de £ ext stmplemact vne multiplicabion par X |

P_th.f Si}«er"VRPdo-f,anpolh-

fo'eﬂz’l #-"”‘5'0'3 = Ker (£-)id)

-
Vespace propre assocré o .

Lecon 22, Page 06




! ) g
_E_._v:@:?lx,%):- -qls'xa-g.a’g_y_-,a) #WA’-"";(si)

TrA =1

2 'xe(x) sxt- 2 -2 = lesix-2)
det A = ‘( 5 73‘) p 2

\A)o
USwmis  Deux WAPs dishiuctes ) =-1, V=2

G poms: Ao h AN = 3(T2)0 (1)

o 1
3 3\ 3
( ! ')—,/“'(l){' )
=> Kerld-)X id) = {x-ﬂ&:o}
= Vet ((1,-1))

S\W

Lecgon 22, Page 07

-~ ] -3
Associc & Az ! A-), T, =....-.-3/“(_l 3)

= Ker(f- dpid) = fx-%ca =0}

= Vect((3, 1))

flo)z -v / '!,(ur) =20

N

Lecgon 22, Page 08




Exprimous £ daws lo bose R : v,=(1,-1), l.rg,-{‘s,i.):

[, va) = [e ¢3—)(l' ")

TR RTHA RS
() (D)

X

= [¢1, = P7AP

) m a d«'ﬂmnb’s‘: : 4
St
}hbv["}B = (l:‘) &> U= l:,U‘.-lr ég_U',_

Lecon 22, Page 09

Ceonlg = (5, ;)(t:-) ) (-:fz.)
?

o) =-t V12,0,

J
- o, b %V,—
. . /—, .\
- - -
tl". e * -~
"4."?. _‘Jv
- e ” - ‘e'ﬂ")
- l'-}, s - -
- b' U'|

Lecon 22, Page 10




@ #(x_,‘)= %(—81.1-7,16,—51: !-85') (Ev_ZS&-ug)
(om a van Qe itait e S%u-.:'}'h'&...)

fLes A= .%_("'8 :) } TA) =0
-5
aa—m.—%t(-bww) =

-1
= 9(# 1) = x"‘-i = [2‘.—()[1.4-1)
Deuxr VAPs dishuckes: MN=1, Yp=-2

EsPau.: propres :  Assecié & ) : Ker 1€ - 1-id) = Vld'((l,?))
& M Kul# +1.7d) = Vcc‘f’u'&,l))

Si Ve Kel(e-id): £lol=v
VeKelrid) : $o)=-U

Legon 22, Page 11

vlg=(8) — Cewily= ()
:

R:vy= (45 mf

Vz=(3,1) L) r"""--"
‘.r. Jo
o tavy,
&
-t

On o bim vinié aque £ of e

sypetrie o' oxe Ker (- id), poral~
[lewwet & Ker /£ + idl)

Lo duwx exewples ci- clessus ehaient

auvee dewx VAP Anbinctes: X\, & Ay

Reverons o cas %g'u:val:

Legon 22, Page 12




Cas Ayo: = M#dy , HKplx) =[x-2Xx-X)
M: giA)o, J deo bases B de R* "’6”4-\1,‘:.
[¢l -(""’ — £ se digemalise
B - [ ]
e Aa dans lo bae B
Bawne: Soit UV, xlo,0), VEP associc a A,: #lv) = \v,
n V, 4lo,0), " n Ay, Pl =AU
Vi o U ne puavend pas e proporbiouvels o
= B: U, v, estime basc de 12-2'_, f doue
- )' = °
retlg = | o) , Leteale= (5,
Lecon 22, Page 13
=) >n o
[€1g = [ Caos), Lo, ] =(o .\,_)
YE, eflet, si on avat Vrz U, (x40
ﬂllr,_) 3‘);0’],
4
«flu) = AL av, —> flv)) = A U,
[
-8 vl X,U'.
8 . =-) )..-X;

(absurde ')

Lecon 22, Page 14
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Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 21,/05/2025

Legon 23: Réduction des applications R?> — R? (suite)

Proposibion: S Ad>o (alors Kglx) = (x-2)x-13), ) 3ha, o)
3 do bases B teles gua

A, ©
[1333 = (O Az)

2

Si B:v,, v,

.".':b‘.'lﬁ'- <--- 7; .".‘ EVJQE t E't)
A, ( v % = [0, = o ;,,) t'-)

.'I “h
t‘:" \—/ A‘ t"r'
« Ay

Ay
Azbr

Legon 23, Page 01

d)ln*)z
lemme: (A>0) . Iml-@—)’(.id) = le.p_a_.',rd) %)

\_/‘.a""‘ l.uw-ada bles {

Prease: Sot e . Dams vme pas propre B: v,, v, (VEPs pour % ).

7
flﬂ',) - l,t.r, 2’“’&) =3 Va

v &
[0l = ( 6-'..) , <
[a-x,u)lvﬂs = [#)), -2 ],
Ak (k.l:, _( o
= A-a.tz) - A.h) "\ a3t
——
¥o
=> Tl §-2id) = Ved (V2) = Ker I4-Xzid) 0

On avad d&jo remcontnd lon vlabion B¢) daus wm cas parkielisr :

Lecgon 23, Page 02




&:m.o- poj‘d'l'Oh L=, la) = (x, 0) (sor O.v.)

Yemas (19)

eemcasc~g lx:'ﬁ)
. sor Ox: fv)=v =1.v

A ! 1

L%
lx,0) = .f( x,4) M= 4 st VA‘P)

( et Vespac assoct :
Dx = Ker(g-1.id)

Sw Oy: £W0)=0 = oV

T M=o e VAP, of Vespaw agsocia :

Ox 0% = Kerlg-0.id) = Kw{f)

P S
=> Tm (¢ —o\id) = Ker{ € -4.id) ((¢) daws @ cas park.)

Lecon 23, Page 03

@ Pareil povr Sdam:"n‘c.\ : d"kl,h.

- )\ =1
N =-2 .

— (1) aussi valabl -
Tm(t-id) = Ker (£ + :'al) . )zqv \‘
-

—— — ){' L] c"’,
d‘;; s ! o\’b-

Cas Azo: Xgta)= (x-2)"
X e senle VAP .

Espae propre assecid a At Kerd £-X cd) = {v-eﬂ." lflu-)-:)urg
(56 ilo,o)}} , douc

Lecgon 23, Page 04




rglg->ie) < 2

Cas1): Kerlp-2id) = R*: $v) e ¥uven®

~eae) = (33)

(Moo the bie)
4 "d‘j;" d{aﬂpqak.

Cas 2): Ewlt-&hl) ost Lie droite vedt: £ %hid

Commerd- watsiina £ 7
A-_-.o
Ex: A _ v
=X #wh_(__s_i) TrA=Y4 .& x#lx)::x"—"x*“
+A =
- ) = (x-2)*
)&ZI-cJ'Vﬂ'P

Lecon 23, Page 05

=) Ln espace propma associé

3 3
A-2L, = (_% _3) _— k-arl-@-‘LM)= {lz,lg): Z.l-la..-.o}
= Vdd'((l,-l))

?
B J.,...,ml'. VAP A
R‘DPSH‘!’O‘C'. Si A=¢J’J il extste dio bases R Felles Gran—

()

E'F]g = (A ; — forme rédude {dl-Dordu),
"Yo'M?L‘enlu sups’n'mln..

(ﬂw: aw towrs su.'va.J‘) (’ ker[#_;,'d)

v = Av, v, «HVEP)

PIVn) = U 42Uy Inlect pas
VEP )

&:.S;%: v,, V. , *®) Sl.%li\l'-#n'.c._- {

Lecon 23, Page 06




3

+ On verra va'.uwb base B: v; ve peud se coustruire. cowoma
1) choitit Ln Uy ¥ 10,0) , Pas propre [ £1v.) & Sin)
(on verro. gy vy

ir « Ugr= $lu) -2 v
2) AR ‘ est vecteuwr prope :

$v,) = dom ! )

st

« En Wa.,‘" 8': "t:v's > (G¢) d.,v,"uj"z

x © ,
Rip = (1 5) « timlone sed.

. du hauk: $~ (_i 313 Xglx) = lx- 2—)1
Kertf-2id) = Vec((1,-))

Coustrinsons vue base B: U,Ve g y(d.u.c'l-fz

Lecon 23, Page 07

1) on chonit Va = (1,0) [*10,0), e n'est pas propre!) 9
2) on défemit 1 Ui = £ln) - 200 =
= (5,-3) —2(1,0) = (3,-3) =
On o biew: £(0)= [b,-6) = 20, !

o bisw: r,) =2v;, +0V;
AR S G )

:Flub)g U, ¥ 2V
qui ot blow e forue
nioute de £ !

On put ausi vérifrer :

- 30\ /s 3y . _/z1
redg = P'AP = (5 o) (_3 _4)(_3 o)-'" '(o z.)

Lecon 23, Page 08




Cvlg= ( :;t) — ['-f(lrﬂ& = ( : ;)(%L) ._":f‘: (::-‘ L) = (26, ¢ L)V, + 2LV,

- (Z&l + tZ) ‘.kf,ut RS . = zeI v, + t'l-"l +7.ﬁ_0‘,_
Z‘tz \."h.__ J R .
J ; : lo)
I"l= l"g) :'
(ﬂ’g) [ ] ': :
d "
é"’i
) l?*/
Ly f*e,;'
(2& J
"‘
2.
Cas A<o: Ugle) = x* - Tr(A) = + LeHA)
I /" A= TrAY - Y4 etlA) < o

pas da. rociues?
]

Lecon 23, Page 09

Lonmpl&!,hm'n':
R
= (z- ’l‘:t.e)) _('ﬂ"))‘ + detA)
2 r 3
TviA) ~ ~— -
W:zs ce——
=7 _-.-_4->o
.3‘!_9_ - o~
s: Y S0 ¥xe R
2 F R
Ix) = (x-w) *"S
Xog bx
S>o

z q '17"(!\)=2.
~ A:(

_Ei’ ®© $x,9)=- (224 '-ng,-z-z"'ﬁ) -2 -1 detp =5

Lecgon 23, Page 10




=) A= 2"-4-5 =-15 o

Comment wéoluine " ?

Ccos® -Sin®
@ £: rotabon Aougle © : £~ Ro =\ sino case)
TriRe) = 2cos&
T o
A= b4es0-4 = - b sm*O
—
(exewnple “type” A'application <O i © w'edt pas
pes dfg,ﬁouqfr'hw .’) walt. e T

Legon 23, Page 11

Xyplx) = lx-w)zi-'_&;"
Mn. S A<o ) 3 dio baxs B ""llc.\cyul_

- [w -5
H!38-(‘5 W)‘\
Jorme rwdurte de £ faues

('R\u.un.: M’h) le cas 03 A¢o.

Ruw: o, Si B:v, vy est ume klle base, alors

—

{'ﬁld‘.) - “Ju.l + gu'z, (()

Y=g s w U )

e On vera ¢yu'0h pm.'l"couﬂrmu. ue base R:v-,‘,lrz,

comuce Sut:

Lecgon 23, Page 12




1) Chorsic un V) & (0,0) , quelcougue_.

2) Deivir Va & Vaide 4 ¢1):

V= T;-lf“"-\'wu'i)

\We . ~%/e )
= 8 (‘. |
E‘g]& :\'S/‘__' wW/e
| Teor & corcle brigo !

_)39I+.q. "’/s:z cos O |, g‘/gzswb

Lecon 23, Page 13

¢

cos® =~ Sin@
= ¢ ( §— forme polaine
sinéd cen O !
‘ h 4 -

w. Mﬁah d’."’h e
A\

oI

—

Composibion Aluue velofron avec hosioth.

$~A ‘-(-37. 1\

Ex: Cowuun. Aumt' :

"‘#”"=x1"’2':‘*5 .i.,gmnw‘: (" -z)
= (x-a) + '2." |
Vs X
w 13
Base qui realse alfe veduchon :

1) On choisit bn U, & (o,0),

P.u’. v, = (0;!)

Lecgon 23, Page 14




L (a0 -lo,n)

) On aiit iz L (f1o) - )
(z,-1)

' =2
On saf que I,£lg=(,_ ,) (ov b wirira , avec
"E‘g]@,:P‘AP”)

Fm polach-: g=V4z~#3"=V’E

'Y Y= Joe t4- cos®)= Yz
C.f_]& - E z’ . 5\ 1 s
}l Vs /(;J

~ 2.2%.. — 9 =arcos (/z) T 6347

Done, dans ln base R: v, Vv, up&"ﬁd‘zdw:m e pgie

Lecon 23, Page 15

or‘hcmruq:, {4 a pour y#o" e 1) fane tourner od'on auglc O,

gw_) puis A 1) dilater d'uu vapport VS=-¢

-‘---._“
-

Y J

L ";: lZ.-l)

U" =‘°'|)

Lecgon 23, Page 16




Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 22/05/2025

Legon 24: Réduction des applications R?> — R? (fin), applications
.

Prouve Lo propositions "azo0", "D<o"

I‘ﬂw“ﬁl'.
_ Théonewe ol Cngh- - Haw(ltom:
Tovke matne Ae My fﬁ-) annule Son polnauc‘»’uw (arhahfw?l'iw:

00'1

Explicdrion: Si Pix) vn plyndae wied, Plx) = an+a, xie. tanx",
on peut ditinic, ¥ A e Mp.pin),

PlAY:=a, Tpta, A +--- + ay, Au e Hp.pir)

\ Dowe UplA) = A® - THA) A + (AT,
Lecon 24, Page 01
Y
(Presve :  Exarcice de la s.’m.-ts!)
Rovee : Par le Thétmeine, on a lovjoure :

AX =z Tvim A - AHA)T,

Ev parbreulier, Si rgiA) =14 , alors det(A)=0 , on

'-
relrouve At = Tvia) A. (om avait v e St #,.ﬂh_‘.?'\
et de 1, alors
) ) rowa Pof- THp)-£ )
Preuue e o pn.'.p A=o0 : AUxd = [2-2)*
N unigpe VAP _i00)
A possidy vue VAP —  Pixoms um VEP associd : Uy:  $luad =AUy,

Considlirous vm VUV, % (9,0) Wconayu—, von - coljudaive a Uy, of
A inissous Vi ) =X v = (£-X30d) o)

Lecgon 24, Page 02




Atpirneabion :

Ug est VEP, astocic & ).

Ev ofpel, (£-Xid)(vy) .-.-((,g_x.‘d)o [{!--\.’d))h.r,,)

—

(A-XI.)-[A-AT1.)
(A-2L.Y
x#{A) =0
A
1. C‘”ﬂ'v' Hac .

]

[ 4
-
—

(o] ot

= fw) =)o, ( Vi est colin. & vy !)

=3 V, nlest pas cdiv. a Uy

Dowe

B: v,V est vme bace e R%.

Lecgon 24, Page 03

De plus, Lev) = M v,

) S
va) = v, + AUy ] [-”8:(0 )) n]

Preuve ole. In Pop. "0 <0": Kelx) = lx-w)"-'- !L Yo
£ )

Soit U, % (o o) WW‘V“' Ou dfiut

vtz L (2w -wwy)

A
S
_;. [€- wid) V)

KplA) = ( A-w L)+ 4 T,
Mlicmalion : B: v, v, est e base Lo >

B~ ebbf, Uik l0,0) , sinon on amrad (f-wid)() =0,

done Rlr)zwu; ; or il rlexth aucuue vAP [VEP !
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De plus Up nlest pas coliwaive a Vg : ) V'ohit, Jacn
'l.'q. U';_ = “t"l
" 2w = (g rw) vy

% leopy~wv)

—> or il nlexritke avtm. e

VAP/VEP !

Coalaslons maiu"'m"-

[g-wid)(v,) = —;-({{!-w fd)o[{-—wfd» v,

I

——

(A' - MJI:.)-L: xglﬁ)-' SLIZ..
—

=0 par
= é l— %10') Cﬂd‘-‘a- Hbm”bu-
=~y = flr)= -Qu, + Wy

—

Lecon 24, Page 05

. {ﬂm: PO ER s a3 (w _i)

£‘01,) '—"'S(r"l'w'fz g

0

Résvme: Sur o widackon dluke app- lin. £: R?— R* | de sa matria k.

Etvdiar b pl.au umﬁ-ﬁﬂfv Xp lx)

Wﬁ
2NN M \

lx) = (- w) v-tz
b'}o ) '. 'i>‘
Rl :
‘)l.;_ I») = Ix-&.)(x-’\:.) %‘[&)= {x —-\) -—-—“-J— .
m..u- Réstusite - R-= ( .« o

A2 9) R= (> > D) v jw &
( [ soud E.or:}&) -S..' .:da-; 1w
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43 wei cast L=2id
uwn
R = i:):ﬂ )

Euw\dss "?'m'w“ :

1) 2: Rt — R, projechon : 2o =§ > At=A

S rq(A) =0 : A =(: :) =R [d-')': l-fduc"'c!) 'x.‘_lz.) = 2t

S; ra(A) =1: TriMd =1 , dr(A) =0 (car A pas ruwsihhf),

=) x‘(r_) = xt-xx = x (:-4)
)

o v dwx VAP,: M=o, A\2=1

d

Lecon 24, Page 07

~e=(L2) = (29)
S rglW=2: ";‘—_::a Ker (£) = fog:3
£ daut vne projechon, on rappelle apu
id-4 et ausy’ vne projeckion, aumc projelte
sur Kertg).
=> (id-4)lv) = o Vver®

= Plr)=v ¥V ve Rt

= A=(l %) =n ldho ke !)

L) nt—at A& rosmg 4 : VﬁlA):i. = et (A)-o0
=> Ap(») = x%- Tvin)oe

Legon 24, Page 08




/

= (x-Tria) x — Si Tria)dyo: 2VAP ) zo, \=Tr(n)
Trind o
- 2 = o o ) >
s
oV
g 3
( o Trim

— Si TriA)=o0: 41 VAP , A =0

~r=(2 )~ (22

Lecon 24, Page 09

A'Wl"“l'““ : (Gmudu) Puitsacces Lo malnees 2xZ.

S'- #'- ﬂ."—*ﬂ-", W\ﬂ;‘- Cﬂlal.(ll' *9{.9 - - # : ﬂ“z’——-b ﬂh ‘_?
Ne——

n fois
Si :f.’ ~ A P alors #o ----of ~ Ah'
n fois \

40'990
St A’(ﬁ b)—"A =7

c d
Tai: Sion soit néwine At J P inwersible +.q.

P"AP = R

?

A= PRP™
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© . (pRP™)-(PRP) = PREP
————

=L
—[At= PR"P?
Lesmme:| (Poissamces oes nectosibes)
Cas Ndo: - ( ) (X.“’ e
o k-;_
&3 A-‘-O Qn _ A \ n - )'\ “>ﬂ-l
(° A o A"
" w -¢ \"
Cas D<o : R™ = ( :\ = gh(RQS.L [ Lorce- polaive )
'; ov 8= fwieg2 c‘ﬂ:g: w}g
Lecon 24, Page 11
= R
Gﬂ\(HO) —thlha))
N (siulua*) cos (h9)
Prostues : Mo \, o 2_ /) X © X, 0
,2 ( 3‘) "Z_<O Az)(o -\L)
o XN e
“:;‘“P“ (" )"L)\
e n=
Si 2":(" ) alors Yo e ez
o XN /°
IZ.-m _ S A ) ) A
( ° ( Mg ( hn\
n“

L vmie pour nes
CuASS /.
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peer - (31) 0 #(1 )5 5)

= (A A
-( &— Waie pour

o XI. =7

Sl vrae por n, alors
R™ = " n o "A‘-I).(A ! )
o A7 o A
Ah'l-l lh ‘,“.A‘ )
= ( o A“.I

vt (M) =)
_ ( X (ne) ) )  yraic

- o A""' pour nti
auassi .

0

Lecgon 24, Page 13

-1 rA=0
Ex: Ix,w) = 32-4,5x-3 —_ A (3
= O o 052-34) “ls2) aa--y

Ketr) = 2¥o§ = (x-2)le +2) AN=2, A =-2_
lVEP \veP

V,= (1, 1) Vaz(1,5)
L~ 2
A= PRP™ P=(l2)
A"-PR"P"-(' ! (2. DS‘" 11)"'
= ) "\ s o -2 (l 5

3 M [ 5 AN b -1+ -0
=(--) = —
( Sla-(-") -4+50-a)
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St n pair:

o [N

SI N impair:
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Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Mercredi 28/05/2025

Lecon 25: Réduction, applications (suite), suites linéaires

\

Pas de BSZ230 a.ul'aurd'luu' !

Séne 13 - S AeM,ln), 378 +.q. B*=A "B:=V&A '

= I

Coae ez — A=lediy,,
\_/' { ]
v olij = # o chtming o

1 pos allosd Au

Tei: A= (ﬂ 3)

z O

point ¢ aun pofut .
Sot #(i,j,W) = 4k oo chuming & N pas allast oo

A Lag

comunert le calculer ?

Legon 25, Page 01

?":pl'- S f£: R*— n* est lindaine, -.f":.-. :rofa oo a?
Si ~ A , als 2~ A"
S v sait rfoluie A: P'AP =R & A=PRP

J

A'= PR"P

Traits a lon fin olen
dermier cours!

Ex: . 3 - I, v pair
—_ 0 -:F ~ A= ( ) = A" =
5 -3 ?.h-'A w imp.fr

2" e, y) i n pai

=> f"lx,'ﬁ)= LRI [Rlx,4))) = {
'L"-'lu-ta,gz- ) §i Wiy

Twterpratotion glometngue :

Legon 25, Page 02




Si nz2: A= 2'T, = (‘A)x = I, , éone
.i.-A ast e weatrice oo :a&unﬂrw.,

= ¢ et vue sansbre, £ = 2. 3£

s ‘s
N &1.-!—
vaP S :z4 43 - Yowoha.
VEP A A
V:"l,l) Ve = U ,5)
(poiuhs fires) -, R =M
_ua,,‘ll
u‘;l’n“ ‘
"#"’ f-hrJ
"L
Legon 25, Page 03
E TrA =2
ih..ﬁ):(&x—-a‘ S.zub) ‘F"A =<;- ) .
Apl0) = 2t -2 +2 , A <o
= (x-1)%-1 +2 = (x-4)* + 27 ,
t L \
” /g (%) -s(%)
- A -z Cos =-Siu
LY (I TR K T
U z Yo VY sl cos (7a)
\ o
S
Doms lo base R: U, Ve, +'ﬂ-

L)) = U, + UV —
‘lu"l,‘) = -l" + VUV

Soit Uyi=(1,0) , ot V=Rl -u, = (3,5)-01,0) = l2,5)

PAP =

Lecon 25, Page 04



n -1
n n_o) ) 2 Y -1 I 2
=-)A'=PRP -(os)(l l)(o §)
\N—-—/

w [ cos{ ") _;t“("%))
)

sta(*)  cos (T

V2

i

" cos (%) + Lsim (T, s (mr,q)
A =z
S st ") ~Lstn(* % + cos (" V)
e =( caeee el )
@ gtl,5)=(6x-gﬂ,x) £~A=(6'5) TrA=46
| O debh = 9

Calx) = xT- 6243 = (x-3D"  vue VAP:A=3

Legon 25, Page 05

- ) R = (3 ;) ) Ba& U",:= Cl,o) upa.l proprc-”
[ =]
V= Lo)-3va = 13,)) " propee”

fl‘h\‘gu—l
Dosec
AMeprp L [30 (3 AERAW
) \ O o 3 lo
——
31;\ h?’h—l)

o 3

Rﬁ -,
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b n
=> Own sail'ca.[aa.lar,’fa,b,c,aleﬂ, new, (: ")

S#\'zms e oultes lincaives ALRiuies par vlewrrevce

S 9: -
% & xy* V)
> i

Xnw = §ixa) , sete Jdifiwie per wevrreuce.

Legon 25, Page 07

Soet (U sy, (Vnduyo dAcBinies comme suit:

4) Vo, Vo : coudibions witials

v,‘,,-.-xu.‘+8v'h

S A= (; {: , alos (:")_...,..._, (t:):A (L\:")

[U.. V.\

2) {U-u.."= dvnt 3V,

Lecon 25, Page 08




Quieshrones: 1) Un =7 e conment Lo X privmes apl-'a{hmc(' e

Vn = ? < Pomchiow Ao u.?

()= ()2 ()~ G~ ()
- (%)=~ ()

O Sot W=12 , Yo=-1 ) {Uuﬂ-'-' Qun=—Vy

Vup, - sw-SVn

Legon 25, Page 09

3 -t ,
s, A:(s._} — on sait g

A" 2"T, “ pad
- 2’.—'* [ im"ﬂ'

Douc
Ln)r - {75 T
(’-) n iwepair
(n,)
{ 7,“" n pavr _2'“ nw pan
-) U, = , V,, =
327w iwpar 23.2""  w jmpain

Rowe: On wvoil gue lUn)uL, et aroissante, puisgia
|
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nel

1"2.“-?- = 5.2" - n pair

Uhfi = Un

PO 1 e 'L“-| >0 n impad
&

I‘

(28,52)

lu‘lvl)

Legon 25, Page 11

5 -

® =1, v,=0, {Uuo;-‘-"Su,.—V., A_(?. -l)

> [Unm n W [ een(nTh )2 sin(n "4-))
(Vn)"A (o) =Vz 5 s (&) )
——
1 colosue

de A

Un ='fin(cos["ﬂ.}+zsrh(nf'/.,)) Vo

Vi,.= S5 vz sin (w¥/y) Vs
_iz.:‘-"-" vu'-z 2.'.'-'- P '\‘;n = -!-': 3“-'1' 8- pénosdigpuas .
o o

vu'.‘ = B-u # n

‘\}.“..‘ - ?v' vh

Legon 25, Page 12




Unez = 6Uner - 90,

@ Sﬂl' (v..),.;, AeRiwe couume sun' T {U., U, fixs

) 5( Un ,Unu)
U. U‘ Ug_ 03 Ulq Us cew
— : ' ) ' Y
= o 4 2 3 4 5
G0 @G )
\./’ DN \
1pas 1pas Vu:= Un-

Comame (Uuﬂ_ _ (b Vwer - SUI\) b - 5 )( Uvu-l)
Unu - Uner

Legon 25, Page 13

ey (Y ()

- ZIM.;U\

Legon 25, Page 14




\_

Lecon 26: Ensemble des représentants

-
Algebre linéaire et géométrie (Mise a Niveau, Enseignant: S. Friedli) Jeudi 04/06/2025 J

. Aui!z‘l"uu': Ly exercices owt liea !'_G_l‘ ( BcH 2?»0‘!)

‘Dcmm‘u: pusdn..c.ours.’

- A pro pos de lo "O‘h""wn "-pNA"= ne pas M LB laer oloseey “cxamm.’

Question: S A,B € M, (R), comuunt savoir s/ olley reprasestuets

lon méme applec. liniaire 7

Py pfecsdinnant 5 £: IR" — NP, La A, e gu'd

come bae B 4 R
- 0 L E' " RPJ

'nbA =2 lh“‘s"‘_ E'FJBQ’ = B '?

R
Beoas(ih i) B=(00) S T (BRY e

Legon 26, Page 01

Eusenble dio represectonds

Sait $: " — P $~ A (pxw)

?

Dig: | B (pxw) ot Jyuivabente & A g J Pinxn), Q lpxp), inuwsilles,

kelles pea a'AP= B

L ensanble Lo todtes Lo wmabrieces dapivalonkns o A ) v Tel® "
{aou"lﬁd“ (-—+—° S ) ,
{Q'A P I P lnan) , Q lPﬂ-p\, inwtfb'a.s} Y= \rglAl

= {’btbs"oma‘rfa.bgobbwﬂ o WCW'I'WAG"‘G

deo opsrabions dlwecectares sur Lo lighes ot/ov Lo colouas }
. wir Ex Y {S‘n‘c: M)

Lecon 26, Page 02



= ap | B base e 07, R bare e 27}

Dép: | R (pxw) est colomme~ Sepivaloske & A si 3 P luxn), inwrsible , kelle ga :
AP=R

L' omsemble Ae Jokes Lo mabivs colowue - Sgpivalentes 5 A:

{ AP | ?(un'j,iuwte'l-h!}

= {todkea L mabres I obleuses on saycsacd sur A ausc
deo opirabions eldm. Sor ko colarmes [yniguermedt) 1

= {E‘”'B,Bm.gr | R bace o IIZ"}

Lecon 26, Page 03

Dag: 13 L pxu) -c%‘l"k#- chiwulau.& o A s 3 Qprp), juversill,

l'-c“l.q;u QA =R

LUlorsssnble do bovtes o mabrices loue - Sopivalewtas a K-

{Q-'A’ Q tpxp), :'uwrﬂ’Uc.}
= {'Podns lo rmabries B oblewwes on ﬁﬁr&SM" Sur A auee
dio opirabrous lim. eor Lo Iimmes ( uur‘gﬂ.‘mm.l-) }

= {f@]gmn_‘.'ga l B) bq.ﬁ‘.dl- npj

Rome: LDue Bpzu) n’apparkﬂw"" pas foridinesd & cme de can
dasses! P ex. A'-'(;:) , R = :‘;)

Legon 26, Page 04




S A (pxus, on pnu.l‘ divisar Vemseowm ble e Fovtes Ly, pan comme sor :

— (pxn)

Une fois qu'on sait gu'une R (pau) P "4achose — €apivalete' & A,
il s'uﬁim Ade troover e “cheucin" qui mene de A S B (trover P, Q ofz.)

Lecon 26, Page 05

— Thiowsie : Soent A, B € Hpun . Alons
- J KX
‘l) B est f’ut‘vnl‘u’? a i ==> l‘s(ﬁ) = rﬁl-ﬁ)
"Q.'APEB.
2) R ot colonne - uivalske & @ &> Tmlay) = Tiulp)
"AP'B"
) B ost 'l'%m- qu'w'cuh et & K-u-ls) = Kd(#)

"Q" ‘A’ = &ll

On travaillra. avec A lpxu), rzlA—\ =r, of une Licomp. col.)igue. Mmintuale :

A= C.L.“' C:.LL $.-- + Cel,.

Legon 26, Page 06




Exernples :

O A= (L2 13:(2 . ro(A) = my(B) = 4
36 ’ b -3 “Th-
= At R sout
= (é)(l 2) :(:)‘4 ,_I,") 1) équivalestes :
I P,Q (x2), iuwrsitls,
Commat bovmer P, Q 7. tq- Q'AP=R.

On vemargue g’ om fait , Tim(R) = Timly) = Veck(11,) | doue
;';) A of B sout colowwe - fopiv.: I Plaxr) wwv. | b q.
’ AP =B
Commentbovmer P 7 ¢— 2 neiodes

1) Ov chrercle des décowmp. de A e B avec lon midue colonne :

Lecon 26, Page 07

A<D, = )2 )
A T

Om w-:" Plax2) 'l—.q. A'p=8, e est-a - olive +.1,

{} 2)P = (2 -‘1)

P -

“ (+ Z)(o 1)-—-11 -1) AP= R
1 0
——
P, l“ml";uﬁ
——

e : (1 2-)(3 g).—.(?. -1) }AP:B
-',2. -3

?,) On weed (1 Z)p=(?.-4.) ; oM plu.“' cwpk:'lir‘ Les lc‘ﬁwq Ly
&Iy
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de “cgon o oblenir des 'ZJ!Z:‘.{MM'LIIA:

L L-\ . )
)= (27) =2 (LG
S < (17)
Brobet: pp_... - R

arna

e

Ker(2) & Ke(g) 9
1%‘) AR e coul"ﬂ :
%

\¢opue. - (%Ew-lmhs

Lecon 26, Page 09

® a-(13) o Re(ss)
Gew (e

Tmlg) ¥ Timla) => A ot B pos cd.~dguce.

Ker ) 4 Karta) => v v v v Iiaue — fguiv.

rg() = vl =4 = A o B wdt Lguiv. 4B
@)

=> 3 P,Q (2x1) mwsills, F.4.

Q'AP = B.
N/
1

2 wethoden ...

Legon 26, Page 10




4) Ow trvaille tur ko dompositions: On chacle P, Felles

e A B
@GP - (G)en

- I o _ 1 o
P. oex: Q'- (o 7'/3) = Q -(o 3/2.)
| o
P= (0 '/r.)

Z)Oh()\r—"d-u.dbc’o’ﬁu.

A( c«Cy( )

A

()

L,,‘- L.

Lecgon 26, Page 11

(cx)r(n)-®

————e N—
Q™ P
3) On watutt A b8 & "(I2)" - ;:)_.
A= (;:) ) b 12)=B
) «L,- y-l 224( ‘4 d“‘(
) () ("2 (o o) "y,
Cl"_cl'zct a'&'C C

lic 1 © )C?.&.
- ! © o C?.\
o O

= EEn A By Eray =B
e — —————
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« P,
S - e (10)
P= (7))

°x-i) ) | (@D

TwmiQ) = Iwm (%) 1:‘:-3 At B sout colowue- éapev.
.-.‘2,"

2)
Kerle) = { d*+9+S2=0 ek ((1,2,-0)
x +ig t3r =0 T A <FR cout
3) \ .
= Fapue ~ GGpei,
ku“.’)" - {7"“"3"' e = Ved(ti,z,-1)
x t3y rit=e

Lecon 26, Page 13

. AekR oe'm—fguc'b’: 3 P (3x}) +.1_ AP = B

3 1 § A
vy 3P 3 3
0D © 4 © O A4
H

on complte de facou &
e gua H, N sorent
nners bleg

=) 'P = HH’M.

-A4R \c}u-—fw: D Q (2x2) t.q. Q-'A =R

s N o
2T ey 243

2 wathodes pour hower @
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‘l) Commae A o B ot b miuce uOﬂau,mpm'l'alcmhr
deo oliowp. colonne)liope sui vhiltsct bo mdnces ligmes:

Ker tg) = Kertg) = Yect((1,2,-1)) = {’"

+¢ = O
tb +2¢ =0

= L,=(1 o 1)

= ) T

-Ds'caw-pdon A B aladte oo L, et Ly L= (o )

A= ('3 | b — JLi+l2 R (7_ ' '1 & 2.+ Ly
&~ L, '!-L:_ & L[*.BL;.

- (?yﬁ(")h =(7;)z., %;)Lt

Lecon 26, Page 15

et 6 (309 (05)

-l 2-
~as DB Y3 (1))
Ewe“&,onabrmw
Q'A=--- =R, (viriges!)

2;) On a“il'sur Ad B avec dio op- L. sur leo ||'ﬁs) 5..,,“1‘_\
cdotenir lewrs wersiows dohelounass rolectes.

A= 3""_) | 4
(I|3 LHLL N 3

(la;) 18)(‘ 's?-)
31 S ) 14

\ L& G-, 3 P \ Lo & La-2L,

)Le—az_,_
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® S Ad B sout (nxu) , inversibles,
Om Sdl'*":

Lecon 26, Page 17

") r%lA) =n i 1, At B c’w'wnlua-‘ts .
= D) -
rylB) =n QAP =R
7

p: R=A , P=DB

2) Im(p)= R S ™ A <t B colonue - #Guci. -
() = R 2)
Twmlg) AP =R

\

P P=A'R

3) Welt)= fogrd ] ™
3)

= Aet B lone- Guis:
Ker (8) = {oqu} d |
Q-lA = B p.ev: Q7'=RA

-

Legon 26, Page 18
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