Analyse B (Basterrechea S., Khukhro A., Maatouk G.) Mise a Niveau, EPFL
Série 09: IPE et limites infinies en un point

Ex-09-01: Soit f définie dans un voisinage épointé de xy. Montrer que

lim f(z) =L = lim f(z)=L et lim f(z)=0L.

T—=T0 Ty r—zd

Ex-09-02: Etudier les limites suivantes :

) i 1 —cos®x 4 d=1 1+ 2cosz —3cos’x
a) a=lim ——— = lim
=0 1w sinz =0 gin(22y/4 — x)
' sin(z®) 1— 42
b) b=lim ~ o) o x
=0 (1 — cos3x)? ¢) e= :lvlinl sin(mx)

i V 1+2cosw—1 . [2sinz — sin(2z)]?
¢) c= lim 7r f) f=lim
T3 T — 9 z—0 26

sin().

Ex-09-03: Pour quelle valeur du parametre réel a, la limite suivante existe-t-elle ?

. 3+ ar+a+3
lim
r——2 24+ —2

Donner alors la valeur de cette limite.

Ex-09-04: Soient a et b deux réels strictement positifs. Déterminer, si elles existent, les limites
lorsque x — 0 des deux fonctions suivantes :

Ex-09-05: On considere la fonction rationnelle définie par

x-(x—b)*
(x+1)(x—a)’

fz) =

ou a et b sont des parametres réels.
a) Déterminer les conditions sur les parametres a et b pour que lim f(x) existe. Donner alors
r—a
la valeur de cette limite.

b) Déterminer les conditions sur les parametres a et b pour que f(z) diverge vers +o0o ou
—o0 lorsque r — a.

Ex-09-06: Calculer la limite des fonctions suivantes en x.

-1
Vo= (T

1
= ’Z‘ =
20 —6+Vat+ax—2 0

+ cos(ﬁ)) (=2 +sin(75)), 20 = —2.

b) b(x) 2.




Ex-09-07: Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse. Pour chaque affirmation
fausse, donner un contre-exemple.

a) Silim, 40 f(a+ 2,) = L pour une suite (z,,) qui tend vers 0, alors lim,_,, f(z) = L.

b) lim, ., f(z) = L si et seulement si
Ve>0, 30>0tq.|rg—0d,10+0\{ze} C f (L —¢,L+¢]).
(Pour un intervalle quelconque I, f~'(I) est défini comme 'ensemble des x tels que f(z) €
I).
c) Si f est bijective et lim,_,,, f(x) = L, alors pour tout € > 0, si § = |f~}(L +¢) — x|, on
a I'implication
O0<|z—mo] <d = |f(x)—L| <e.
d) lim, ., f(z) = 400 si et seulement si Ve > 0,3N tel que Vo > N, |f(x) — f(xo)| < €.

e) Silim, ., f(x) = 400, alors pour toute fonction g on a lim, .., g(f(z)) = +o0.

Réponses:

Ex-09-02: a = %, b= 7%, c=-1,d=1,e= %, f n’existe pas
Ex-09-03: a = 15, la limite vaut alors —1.

Ex-09-04: lim,_,o f(z) = g, lim,_,o g(x) n’existe pas.
Ex-09-05:

a) La limite existe si et seulement si a =0 ou a = b,
o sia=0,alors lim f(z)= b,
r—a
osia=b=—1,alors lim f(z)=—-1,

r—a

osia=0b%# —1,alors lim f(z)=0.
Tr—a

b) La limite est infinie si et seulement si a # 0 et a # b,

osia< —1,alors lim f(x)=—o0et lim+ f(z) = 400,
Tr—a~ Tr—a
o sia=—1,alors lim f(z)=—o0,
r—a
osi—1<a<0,alors lim f(z) =400 et lim f(z) = -0,
Tr—a r—a
o0si0<a,alors lim f(zx)=—-oc0et lim f(z)=4o0.
z—a~ z—a™t
Ex-09-06:

a) lim,, sa(z) = +o0
b) lim, ,o- b(z) = —o0, lim, o+ b(x) = +00.

Ex-09-07: La seule affirmation vraie est b).



