Analyse B (Basterrechea S., Khukhro A., Maatouk G.) Mise a Niveau, EPFL
Série 08: Limites x — x

Ex-08-01: Voici le graphe d’'une fonction f : [0,21] — R.
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a) Pour quels points de l'intervalle [0, 21] la fonction f(z) est-elle définie ?

b) Pour quels points zy € ]0,21[ la limite lim,_,,, f(z) existe-t-elle ?

d

)

)
c¢) Pour quels points x € ]0,21[ a-t-on lim, ., f(z) = +00?

)
e) Pour quels points xy € ]0,21[ la limite lim,_,,, f(z) vaut-elle f(xq)?

10, 21] )
Pour quels points zy € 10, 21[ la limite lim,_,,, f(z) vaut-elle 37
0, 21] (

Ex-08-02: Soit f(x) = ax + b, ol a et b sont deux nombres réels quelconques. Montrer a l'aide
de la définition que lim f(x) = axo + b.
T—T0

Ex-08-03: En utilisant la définition de la limite d’une fonction, montrer que

> -1

lim =—1.
z—0 :L‘2 —+ 1

Ex-08-04: Soit f : R* — R définie par f(z) = 3z sin(%). Montrer, a 'aide de la définition
de limite, que lim,_,o f(z) = 0.
Indication : Pour faciliter la recherche du § > 0, on pourra utiliser le fait que |sin(¢)| <1 pour
tout ¢.
Ex-08-05: On considere la fonction f définie par f(z) = 2z + (z — 3) - sgn(l — z).

a) Représenter le graphe de f (unité = 6 carrés).

b) Pour e = g; = 1, déterminer graphiquement § = d; vérifiant la relation suivante :
O<|z—1]<éd = |f(x)=2|<e.
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¢) Qu'en est-il pour € =gy = &



Ex-08-06: Calculer, si elle existe, la limite
. .3 1
lim | sin(z ){ -E :

x—0 1’2

Ex-08-07: Calculer la limite des fonctions suivantes en x .

z? + 5z +1 ?4+1—x
V=TT = Vel ="gmy o 0=l
3r—2
=== € R\{0, -7
by ba) = = PEEMOTTE L,
0, z=0

Ex-08-08: Calculer la limite des fonctions suivantes en x .

21’2"—1'_3 \3/2‘%54_3:3
= :1 - - —
@) alr) = g3 w=h ) @)= e =0
VEFl+z—1
b) blo) = Y- TE D
e

Ex-08-09: Déterminer, si elles existent, les limites des fonctions suivantes en x.

r —2-sgn(x) T -
a) a(:c) - W7 ZTo = 07 C) C(l’) - mv Ty = 07
22 —Tr + 10

b) b(z) = 2 — B(@?), w0 =13, D dw) = St =2

Ex-08-10: Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse. Pour chaque affirmation
fausse, donner un contre-exemple.

a) Si f est impaire, telle que lim+ flx) =4, alors { =0.
z—0
b) lim f(x) = ¢ si et seulement si Ve > 0,36 >0 tel que |z —xo| <6 = |f(x) — (] <e.
T—T0
¢) Si lim f(z) = ¢, alors pour toute fonction g définie sur R, on a lim g¢[f(x)] = g(¢).
T—T0 T—T0

Ex-08-11: Démontrer le résultat suivant : Soit f une fonction a valeurs réelles strictement
positives. Alors

. . 1
A flo) =0= lm s = +oo.

Ex-08-12: (Facultatif) Soient f,g : R — R deux fonctions définies sur un voisinage épointé
de xo.

a) Montrer que si lim f(z) existe, alors f est bornée dans un voisinage de x : il existe des
T—rT0

constantes C' > 0 et £ > 0 telles que |f(x)] < C pour tout 0 < |z — xo| < &.

b) Montrer que si lim f(z) = a et lim g(x) = b, alors
T—T0 T—TQ

lim f(z)g(x) = ab.

T—T0



Réponses:
Ex-08-01:
a) 0,21]\ {3, 15, 18}.
b) 10,21[ \{3,12,18}.
c) xy = 3.
d) {2,5,15}.
e) 10,21 \{3,5,9, 12,15, 18}.
Ex-08-06: }CILI%J sin(z®)| - E (%) = 0, a 'aide du théoréme des deux gendarmes.
Ex-08-07: lim,_,oa(z) = 14—5, lim, o b(x) = _72, lim, o c(x 1.

Ex-08-08: lim,_,; a(z) = g, lim, ,ob(x) = 1, lim, g c(z) = %
Ex-08-09: Aucune des limites n’existe.



