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Trigonométrie circulaire

Formules d’addition :

sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosx siny cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinx siny

tanx + tany
t =
an(@ +y) 1 —tanz tany

Formules de bissection :

1 —coszx 14 coszx 1—-cosz
2 2 2
sin’(§) = — cos’(§) = — (%) = eos
Expressions de sinz, cosz et tanz en fonction de tan(3)
i 2tan(3) 1 — tan?(%) 2tan(3)
sinx = 5 cosx = T tanx = 5
lthan (5) 1+tan (5) 17tan (5)
Formules de transformation somme-produit :
cosz + cosy = 2 cos(ZEY) cos(5Y) cosz — cosy = —2sin(£EY) sin(2;Y)
sinz + siny = 2sin(ZHY) cos(5Y) sinz — siny = 2 cos(“EY) sin(%5Y)
Trigonométrie hyperbolique
Définitions :
T _ - x —x T _ -
sinhx = c-c coshx = cre tanhz = £ ¢ cosh? z —sinh®z = 1
2 2 er +e~®
Formules d’addition :
sinh(z + y) = sinhz coshy + cosh x sinhy cosh(z + y) = coshz coshy + sinhz sinh y
tanh z + tanh y
tanh(x =
(@+y) 1+ tanhx tanhy
Formules de bissection :
coshz — 1 coshz 4+ 1 coshz — 1 sinh
inh*(%) = ———— h* (%) = ———— tanh(%) = =
sinh™(3) 2 cosh™(3) 2 anh(3) sinh coshz + 1
Dérivée de quelques fonctions
f(z) f'(x) f(z) f'(@) f(z) f(x)
. 1 h h h 1
arcsinz | —— sinh z coshz argsinhzr | ——
V1— 22 8 V1+ 22
1 . 1
arccosx | ———— coshz sinh z arg cosh z
V1 —z2? & 2 —1
1 1 1
tanhz | ———
arctan x T4 a2 cosh2 = arg tanh 1.2
t ! h 1 th !
arccotr | —— r | ——— argcothe | —
1+a? cothr sinh? & 1—a?

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 1 : Cette question est notée sur 9 points.

(o [ Rl Ll Ll [l ]l Réservé au correcteur

a) Donner la définition de lim f(z) =L, LeR.

+
I—>IO

1
b) Montrer a l’aide de la définition que lim =0
z—0+ In(z)

c¢) Calculer la limite suivante :  lim 1/In*(z) + 1 -sin ( 1 )
z—0t In(z)

Corrigé

a) Par définition, lim f(z)= L si et seulement si
Tzl

Ve>0, 36>0 telque zop<z<zo+d6 = |f(x)—L|<e.

Baréme : 2 points pour la définition correcte

b) Soit £ >0 donné. Montrons qu’il existe 6 >0 tel que 0 < < =

1
W*O’<€

1
—0| < =4 <
In(z) ‘ c In(z) c
o —— o (5<1, In(2) <0)
——<c n(x
In(x) ’ -
& In(z) < -2
n(x ——
€
S O<ax< e_é, car exp est strictement croissante.

1
e

Donc tout § <e~=, (§ <1), convient.

Baréme : 4 points

1 point pour la contrainte définie par &
1 point pour In(z) < 0

1,5 points pour 0 <z <e~
0,5 point pour donner §

EOE S
-

1 1
. 2 . Qi _1 = i 2 : i =
C) a}i%h_ In (CL‘) +1-sin (ln(z)) wli)%l-k In (.’L‘) +1 ]n(x) > car a:hjg"' 1H($) 0,

1 1
. . — o . 1
= Jim, [ n(2) |- 1+ In(z) S, () -1+ 55 In(z)’

car sur un voisinage A droite de x =0, In(z) est négatif.

D’autre part, la fonction +/z est continue en z =1, donc on a

. 2 : 1 — lim — 1 _
Jim, /(@) +1-sin (i) = lim, —\/1+ gy = 1.

Baréme : 3 points
% 0,0 point pour constater que cette limite est une FI de type "oo - 0"
% 1 point pour gérer le sinus : sin(y) ~y (y — 0) ou lim, o % =1
* 1 point pour sortir In(x) de la racine
*k

0,5 point pour conclure

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,8, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 2 : Cette question est notée sur 9 points.
Réservé au correcteur

[l [l lds Ll [l

Chaque boite B, est un parallélépipéde rectangle dont la base est

On empile des boites By, By, Bs,. ...
un carré d’aire A,, et dont la hauteur est h, , n € N*.

A
On suppose que A; =4, hy =1 et que pour tout n>1, ona A, 1= — et hyp1=pBh, (8>0).

a) Calculer la valeur de 8 pour laquelle le volume total de la pile est égal & V = 6.

b) Pour la valeur de [ trouvée en a), calculer la hauteur totale H de la pile.
c¢) Pour quelles valeurs de § la pile a-t-elle un volume total fini et une hauteur totale infinie ?

Corrigé
a) Soit v, le volume de la n—iéme boite : vy = Ay - hy, ngAg-h2:71~Bh1:vl~—,
2 n—1
B ﬁ} ""’””:vl'm nen

V3 =Vg - — = Vq -

3 27y 1 [2

Soit V,, le volume de ’empilement des n premiéres boites : V,, = Z v = Z vy - [g}
k=1 k=1

L’expression de V,, est le terme général d’une série géométrique de premier terme v; = 4 et de

raison r:%: N N
B B

o [
Vn:Blz{g} :Ul'iﬁ:éliﬁ

1-5 1-5

k=1

On exige que cette série géométrique converge :
c’est le cas si et seulement si |r| = g <1, (B€]0,2]) et dans ce cas, on a

oo 1 2 3 B 4
_ 1 - . 8 - B, . B B B ol = o=
vt ves eS8 m e e e [ [8) | = 2 -

—if:6¢>ﬁ:§,(§em,ﬂy

et qu’elle converge vers V =6 : B
T2

Baréme : 5 points
* 0,5 point pour vy, 0,5 point pour v, 1,5 points pour wv,

* 2 points pour 'expression de V
x 0,5 point pour f

n n
b) Soit H,, la hauteur de la pile constituée des n premiéres boites : H,, = Z hy = Z hi - ﬁk_l .
k=1 k=1

L’expression de H,, est le terme général d’une série géométrique de premier terme h; = 1 et de

raison [ : n L_pn 1_g
Hy=hi-) = h ——m = ——.
= 1= 1-p
1
3.

1-5

Cette série géométrique converge car |3 = 3 <1 et elle converge vers H =

Baréme : 2 points
x 0,5 point pour le critére de convergence

x 1,5 points pour la valeur de H

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide

o
de auto-multiple-choice.
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c) La série géométrique décrivant le volume de la pile converge si et seulement si 8 €]0, 2].
Celle qui représente la hauteur de la tour est de raison [, elle diverge si et seulement si |5] > 1.
Le volume total de la pile est fini et sa hauteur est infinie si et seulement si € [1, 2].

Baréme : 2 points
x 1 point pour la convergence du volume
* 1 point pour la divergence de la hauteur

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,8, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 3 : Cette question est notée sur 8 points.
(o [ hl kLl Ll [l Réservé au correcteur

1—+22 -1

Soit f définie sur [%, +oo[ par f(z) = 1
T —

,siz#1 et f(1)=-1.

a) Montrer que f est dérivable en xg =1 en utilisant la définition de la dérivabilité.
) si z2>1
b) On considére la fonction ¢ définie sur R par g(x) = J(@) -
ar’+b si x<1.

Déterminer les paramétres a,b € R de sorte que g soit dérivable en 29 =1.

Justifier rigoureusement votre réponse.

Corrigé

fA+h) = f(1)

a) La fonction f est dérivable en 2 =1 si et seulement si }llin% o existe.
—
1—/2(1+h)—-1
. f+h) - 1) +h—1__ (1)
lim —————~ = lim
h—0 h h—0 h
. h+1—+2h+1
= lim —————
h—0 h?
~ (h+1)%2 — (2h +1)
h=0 h2 (h+1+v2h+1)
h2
= lim
h=0 h2 (h+1++2h+1)
) 1
= lim ————
h=0 h+1++v2h+1
_ 1
2

1
La fonction f est donc dérivable en z =1 et f'(1) = 7
Baréme : 4 points

x 1 point pour le critére de dérivabilité
1 point pour écrire le rapport de Newton
1 point pour "amplification par le conjugué (ou BH)

* % ¥

1 point pour la conclusion

b) e La fonction g doit étre continue en zp=1.

lim g(z) =a+0, g(1)=f(1)=-1 et lim g(x)=f(1)=-1,

r—1— z—1t
car f est continue en x =1 car dérivable en ce point.

La fonction g est donc continue en o =1 siet seulement si a+b=—1.

e Etudions la dérivabilité de g en z =1:

* f est dérivable en @ =1 et f'(1) = 3, donc g est dérivable & droite en z = 1 et
gar)=3.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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* Sous ’hypothése de continuité de g en x =1, ona g(z)=ax’>+b si <1
g est donc dérivable & gauche en z =1 et ¢'(17) =2az| _, = 2a.
b= -1 =1
x g est dérivable en x =1 si et seulement si ot 1 & N 5

Baréme : 4 points
x 1,5 points pour la continuité
* 2 points pour la dérivabilité

* 0,5 point pour la conclusion
-, 7, alors arrondir le total & n+ 1.

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide

de auto-multiple-choice.
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Question 4 : Cette question est notée sur 10 points.
|:|0 |:|1 |:|2 |:|3 |:|4 |:|5 |:|6 |:|7 |:|8 |:|9 |:|10 Réservé au correcteur

Etudier les branches infinies de ’arc paramétré I' défini par

Corrigé
La trajectoire T' est symétrique par rapport a axe Oy, car x(t) est impair et y(¢) est pair.

On étudie les limites aux "points frontiéres" de Dger = R*.

e Lorsque t — oo, a(t) >0 et y(t) =0, en effet

lirin In [cosh (%)] =1In [limtﬂioo cosh (%)] =1In [cosh (limtﬁioo %)} = In[cosh (0)] =1In(1) =0,

t—=+oo
car les fonctions cosh et In sont continues.
Le point courant M (t) tend vers (0,0), 'arc I' n’admet pas de branches infinies lorsque t — +o0.

Baréme : 1,5 points pour dire ce qui se passe lorsque t — 400

e Lorsque ¢t — 0%, x(t) = +oco et y(t) — +oo, on recherche une éventuelle asymptote oblique :

) sinh(%) . [_t%]
v g Y0 feosh ()] o oeen(y) -7
t—0+ x(t) =0t 1 i - Jlim

or lim e * =0, donc lim. [y(t) —z(t)] =In(5) = —In2.
Donc I' admet, lorsque t — 0T, une asymptote oblique d’équation y =z —In2.

Baréme : 6 points
* 1 point pour la limite de z(t) et de y(t)
* 2 points pour la limite de 1;’8
% 3 points pour la limite de y(t) — x(¢)

e Par symétrie, I' admet, lorsque ¢ — 07, une asymptote oblique d’équation y = —x —In2.

Baréme : 2,5 points pour refaire la méme chose ou pour utiliser la symétrie de la trajectoire T’

Remarque : si le total des points est n,5 pts, n=20,1,---,9, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 5 : Cette question est notée sur 7 points.
(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur
On considére la fonction f définie par
Vel
f(x):/ e Ut at z>0.

N

Déterminer z de sorte que f(x) soit maximale. Justifier rigoureusement votre réponse.

Corrigé
On étudie le signe de la dérivée de f(x).

. . .« . p— 2
Soit G(t) une primitive de g(t) = et 75t

fl@) =Gz +1) - G(Vr)
On en déduit l'expression de f'(z) :
fx) = [6Wz+1)-G(Wa)]

= GCWz+1)-(Vr+1) -G W) (Vo)
1 1
= 9(\/54‘1)'%—9(\/5)‘%
_ 1 [e—(ﬁ+1)2+5(\/5+1) _ e—a;+5\/5]
NG
L o E-145VF45  —at5VF
20z [e ¢ ]
—x+5/x
e +5Vx {6_2\/5‘*‘4_1] .
2\
e—x+5\/§

2V

672ﬁ+47120 & 672ﬁ+421 & 672ﬁ+4260 & —2/r+4>0

Le signe de f/(x) est égal au signe de [e_2ﬁ+4 — 1} car >0, Vo >0.

car la fonction exponentielle est croissante,
ffz)>0 & =2y2+4>0 & x<4.

Signe de f'(z) :

>~

x‘O

I
7@) f0 -
\
La fonction f atteint donc son maximum en x =4.

Baréme : 7 points
* 1,5 points pour écrire f(z) al’aide d’une primitive de e
x 1,5 points pour la dérivée de la fonction composée
x 1,5 points pour factoriser f’(z)
« 1,5 points pour étudier le signe de f’(x)
*

—t245¢

1 point pour le critére du maximum et la conclusion

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

® Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 6 : Cette question est notée sur 8 points.

[l [l Ll ldalds [l [l

Réservé au correcteur

Déterminer ’ensemble des primitives de la fonction f définie par

4e* — 5
f@) = e2r —2er + 5
Corrigé
1
e Changement de variable : wu=¢€", du=e"dz, dr = —du.
u
4e” — 5 du—>5 1 du—5
—dr = | ———— —du= | ——————du.
/62“’7261+5 v /u272u+5 u /u(u272u+5) "
e Décomposition en éléments simples
du—5 A Bu+C
_—— == —— A B,CeR.
u(u®—2u+5) u  u?-2u+5
————
A<O
Recherche des coefficients A, B et C
o par évaluation :
x multiplication par z, puis évaluationen z=0: A= -1,

* multiplication par x, puis t —>o00: A+ B=0, B=1,

x évaluation en =z = +1 : A—i—% :—i, c=2.
o ou par identification :

du—5 _é+ Bu+C  AWw?—2u+5)+u(Bu+C)
w(u?2—2u+5) u  u?-—2u+5 u(u? —2u+5) ’

du—5 (A+ B)u? + (C —2A)u+5A A+B=0 A=-1
~ = . C-24=4 & { B=1
u(u? —2u+5) u(u? —2u+5) 5A— 5 C_o
_ 4w-5 1, ut2
u(u?—-2u+5) u u2—-2u+5’

e Intégration de 1’élément simple de deuxiéme espeéce

u+2 1 2u-—2 N 3
w—2u+5 2 u2—2u+5 u2—2u+5’

3 3 3 1 3
avec

1
_ _° 3 .
W-2uts (-1 +4 4 (ah)Te1 2 (250)T 4

(u+ 2)du 1 / (2u—2)du 3 / 1 du 1 ) 3 »
5, F 5] 7 9. Fr 5| ootz =51 -2 5) + 2 arctan (2=1) + C'.
/U2*2u4r5 2 u2—2u+5+2 (uT_l)2+1 B n(u U+ )+2arcan(2)+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide ®
de auto-multiple-choice.
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e Conclusion

1
/f(x)dx:—1n|u|+§ ln(u2—2u+5)+g arctan (451) 4+ C,

1 x
/f(x)dx:_z+§ln(ezx—2€m+5)+garctan(e 1) +C.

Bareme : 8 points
% 2 points pour le changement de variable
x 2 points pour la décomposition en éléments simples
% 3 points pour l'intégration de ’élément simple de deuxiéme espéce
o 1 point pour la partie logarithme
o 2 points pour la partie arctangente
% 1 point pour le retour en z et pour la constante d’intégration C'

Remarque : si le total des points est n,5 pts, n=20,1,---,7, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 7 : Cette question est notée sur 7 points.

(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur

On considére le domaine D décrit ci-joint, limité par
l'arc d’ellipse T' d’équation z?+4y%> =4, >0, y >0, 1
et les droites d’équations * =2 et y=1.

Calculer le volume du corps de révolution engendré par
la rotation de ce domaine D autour de ’axe d’équation T

r=2.

Corrigé

La section de ce corps de révolution par le plan d’équation y as
y = yo, perpendiculaire & ’axe de rotation, est un disque 1
de rayon r =2 — x(yo). L’aire de ce disque vaut Yo 1 dy

A(yo) = mri=m 2 - 90(3/0)]27

avec  x(yo) = /4 —4yZ =2/1-43. 0 x(yo) ?

2
A(?JO)‘”PM] 4ﬂ[12m+1y8]’ | dy
A(%)47T{2y82ﬂ].  r=2—a(yo)

1 1
On en déduit le volume V' du corps de révolution : V = / Aly)dy = 47r/ [2 —y2—24/1— 92} dy .
0 0

1
Calcul de / v/1—1y2dy par changement de variable. On pose y = sin(t) et on obtient :
0

[SE]

13

1 Bl El 71 5(2 sin(2
/ V1—1y2dy = / cos(t) [cos(t)dt] = / cos?(t) dt = / 2t costzt) C;b( ) dt = % + bmi 2 ‘ =
0 0 0 0

0

1 1 371
V:47r/ [2—y2}dy—87r/ V1—y?2dy =4n [Qy—yg] —or? = 20%—2772.
0 0 0
Bareme : 7 points
x 3 points pour la modélisation
o 1 point pour le rayon du disque
o 1 point pour A(yp)
o 1 point pour l'expression de V'
* 4 points pour l'intégration
o 2 points pour 'intégration de la racine (ou argument géométrique)
o 2 points pour la conclusion

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a I’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 8 : Cette question est notée sur 7 points.
(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur

On considére le domaine D du plan délimité par la droite d’équation = =1 et par les graphes des deux

fonctions suivantes :

f(x):%oln(x) et g(x):$~ln(:r+1), z>1.

a) Esquisser le domaine D (on ne demande pas une étude compléte des fonctions f et g).

b) Calculer 'aire A de ce domaine.

Corrigé

a) Ve >1, g(x)> f(z), lim f(z)= lim g(z)=0 et f(1)=0, g(1)=1In2.

r—+o0 r— 400

Y \\
In2f--------

Le domaine D est non borné.

b) Calcul de laire de ce domaine

L

+oo
A= [ lote) = f@))do = tim [ lg(e) — @) d

L—+o0o 1

Recherche d’une primitive de f —g:

1 1 1
9@~ s@)de = [ 5w+ )~ w@))de = [ 5w do= [ m[ie 2 de.
1 1 .
Et en posant w =1+ —, du = —— dx, on obtient
T T
1 1
= ‘In[1+ 1] de=— [ In(u)du,
que ’on intégre par parties :

/ln(u)du:/1~ln(u)du:u~ln(u)—/u-ldu:u-ln(u)—u—i—C.

T 1 U

/[g(x)—f(x)}dx=—(1+%)'[1n(1+%)—1]+0-

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Evaluation puis passage a la limite :

/1 [9(z) = f(z)]dz=—(1+ %) [In(1+1)—1]+2-[In(2) —1].

L

Ll_igl()o 1 [g(:ﬂ)—f(x)]dle[ln(2)—1]—LEr£w(l+%) . [ln(l—i—%) —1],

A=21In(2)—1.

Baréme : 7 points
x 2 points pour 'esquisse
x 1,5 points pour ’expression de A
x 2,5 points pour l'intégration
o 0,5 point pour la différence des logarithmes
o 1 point pour le changement de variable
o 1 point pour l'intégration par parties
x 1 point pour I’évaluation et le passage a la limite

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 9 : Cette question est notée sur 10 points.

(o [kl [l [l [l ][ [ ] Réservé au correcteur

a) Résoudre I’équation différentielle avec condition initiale suivante :
y'(x) + tan(z) - y(z) = sin(2z) , y(0) =1. (6 points)

b) Déterminer une équation différentielle linéaire inhomogéne du deuxiéme ordre a coefficients constants
admettant comme solutions toutes les fonctions :

cos(x)

y(z) = — + Ae® - cos(2x) + Be® -sin(2z), A,BeR. (4 points)

Corrigé
a) e Reésolution de I’équation différentielle sans condition initiale

o Une méthode

% Reésolution de I'équation homogeéne :  y/(z) + tan(z) - y(z) =0, = € Dyan
(

In|y(zx) :/—tan(m)dx:/_czisr(llj)dx, In|y(z)| =1n]|cos(z) |+ C,

y(x) = A-cos(z), Ae€R.
* Recherche d’une solution particuliére de I’équation inhomogeéne : variation de la constante
yp(z) = A(z) - cos(z), yp(x)=A'(z): cos(x) — A(x) - sin(z),
yp(x)+tan(x)-y,(z) = sin(2z) = A'(x)-cos(z)—A(z)-sin(x)+tan(x)-A(x)-cos(z) = sin(2x)
& A'(z)-cos(z) =sin(2z) & A'(r) =2sin(z), A(r)= —2cos(x).
yp(z) = —2 cos?(z).

* La solution générale de I’équation différentielle inhomogeéne s’écrit comme somme de la
solution particuliére et de la solution homogéne :

y(x) = =2 cos®(xz) + A -cos(x), x € Diyan, AER.

o Une autre méthode : résolution & ’aide du facteur intégrant

1

Le facteur intégrant s’écrit : ef tan(@) dr — = Incos(z) — .
cos(x)

L’équation différentielle devient :

1

' (z sin(z) ~y(x) = - sin(2x 1 ~y(x / = 2 sin(x
cos(x) y(@)+ cos?(x) y() cos(x) (22) & [cos(a:) y( )] 2 sin(z)
& cosl(a:) y(w) = —2cos(x)+ A &  ylx)=—-2cos’*(x)+ A-cos(x), € Dian.

e Solution définie par la condition initiale

La condition initiale définit une unique solution :

y0)=1 = —2cos’(0)+A-cos(0)=1 = A=3.
La condition initiale définit non seulement la constante A mais aussi le domaine de définition de

la solution :

)

y(r) = —2 cos*(x) +3-cos(z), z€]—

[.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide ®
de auto-multiple-choice.
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INE
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Baréme : 6 points

+x Une méthode : 4 points
o 1,5 points pour résoudre 1’équation homogeéne
o 2 points pour la solution particuliére
o 0,5 point pour 'expression de la solution générale

% Une autre méthode : résolution a 'aide du facteur intégrant : 4 points
o 1,5 points pour calculer le facteur intégrant
o 1,5 points pour utiliser le facteur intégrant
o 1 point pour conclure

* 2 points pour la solution correspondant a la condition initiale
o 1,5 points pour la constante A =3
o 0,5 point pour le domaine de définition de la solution

b) Les solutions de cette équation différentielle sont constituées

cos(x)
2

* d’une solution particuliére de I’équation inhomogeéne : y, =

% et de la solution générale de I’équation homogene : yy = Ae® - cos(2z) + Be® - sin(2z) .

La solution générale de 1’équation homogéne décrit une oscillation, donc le discriminant de I’équa-
tion caractéristique est négatif et les solutions de cette équation caractéristique sont deux nombres
complexes conjugueés.

Si A=uxiv, alors yg = Ae"® - cos(vz) + Be"" -sin(va), on en déduit donc que u =1 et
v =2 et que les zéros du polynéme caractéristique sont A =1+ 2.

Le polynome caractéristique s’écrit donc : [A — (1 —2i)][A — (1 +2i)] = A2 —2X+5.
On en déduit I’équation homogene associée : y”'(z) — 2y'(z) +5y(x) =0.

L’équation différentielle inhomogéne a pour forme y”(z) —2y'(z) + 5y(x) = r(z) et elle est vérifice

par y(z) = Cozﬂ, on en déduit r(zx) :
() = COSQ(x) S ) = _sin2(x) S ) = _0052(1‘)
y'(z) =2y (z) +5y(z) =r(z) = _cos2(a:) +sin(z) +5 cos2(a:) =r(x) & r(z)=sin(z)+ 2 cos(x).

L’équation différentielle linéaire inhomogéne du deuxiéme ordre a coefficients constants est donc :
y"(z) —2y'(z) + 5y(z) = sin(x) + 2 cos(z).

Baréme : 4 points

1 point pour identifier la solution homogeéne et la solution particuliére

1 point pour déterminer les zéros du polynome caractéristique : A =1+ 24
1 point pour donner I’équation homogéne

EE N

1 point pour donner I’équation inhomogéne

*

1 point pour calculer y/'(z) et y”(x) et essayer de remplacer dans y”(z)+py'(x)+qy(z) = r(x)

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,9, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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EPFL
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Student Two

SCIPER : 222222 Signature :

Indications

Durée de I'examen : 180 minutes.

Posez votre carte d’étudiant sur la table.

Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page.

Ce document est imprimé recto-verso, il contient 28 pages.

Ne pas séparer les feuilles.

Laisser libres les cases a cocher : elles sont réservées au correcteur.

La réponse a chaque question doit étre justifiée et rédigée a ’encre sur la place réservée a
cet effet & la suite de la question.

e Si la place prévue pour une question ne suffit pas, vous pouvez demander des feuilles sup-
plémentaires aux surveillants. Chaque feuille ne peut étre utilisée que pour cette seule
question. Il convient de coller I’'un des codes-barre fourni en haut de la feuille

supplémentaire et 1’autre, identique, en bas de la derniére page de la question.
e Les feuilles de brouillon sont & rendre mais ne seront pas corrigées ; des feuilles de brouillon
supplémentaires peuvent étre demandées en cas de besoin auprés des surveillants.
e Aucune documentation, ni machine & calculer ne sont autorisées.
e Veuillez signer votre examen.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Trigonométrie circulaire

Formules d’addition :

sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosx siny cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinx siny

tanx + tany
t =
an(@ +y) 1 —tanz tany

Formules de bissection :

1 —coszx 14 coszx 1—-cosz
2 2 2
sin’(§) = — cos’(§) = — (%) = eos
Expressions de sinz, cosz et tanz en fonction de tan(3)
i 2tan(3) 1 — tan?(%) 2tan(3)
sinx = 5 cosx = T tanx = 5
lthan (5) 1+tan (5) 17tan (5)
Formules de transformation somme-produit :
cosz + cosy = 2 cos(ZEY) cos(5Y) cosz — cosy = —2sin(£EY) sin(2;Y)
sinz + siny = 2sin(ZHY) cos(5Y) sinz — siny = 2 cos(“EY) sin(%5Y)
Trigonométrie hyperbolique
Définitions :
T _ - x —x T _ -
sinhx = c-c coshx = cre tanhz = £ ¢ cosh? z —sinh®z = 1
2 2 er +e~®
Formules d’addition :
sinh(z + y) = sinhz coshy + cosh x sinhy cosh(z + y) = coshz coshy + sinhz sinh y
tanh z + tanh y
tanh(x =
(@+y) 1+ tanhx tanhy
Formules de bissection :
coshz — 1 coshz 4+ 1 coshz — 1 sinh
inh*(%) = ———— h* (%) = ———— tanh(%) = =
sinh™(3) 2 cosh™(3) 2 anh(3) sinh coshz + 1
Dérivée de quelques fonctions
f(z) f'(x) f(z) f'(@) f(z) f(x)
. 1 h h h 1
arcsinz | —— sinh z coshz argsinhzr | ——
V1— 22 8 V1+ 22
1 . 1
arccosx | ———— coshz sinh z arg cosh z
V1 —z2? & 2 —1
1 1 1
tanhz | ———
arctan x T4 a2 cosh2 = arg tanh 1.2
t ! h 1 th !
arccotr | —— r | ——— argcothe | —
1+a? cothr sinh? & 1—a?

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 1 : Cette question est notée sur 9 points.

(o [ Rl Ll Ll [l ]l Réservé au correcteur

a) Donner la définition de lim f(z) =L, LeR.

+
I—>IO

1
b) Montrer a l’aide de la définition que lim =0
z—0+ In(z)

c¢) Calculer la limite suivante :  lim 1/In*(z) + 1 -sin ( 1 )
z—0t In(z)

Corrigé

a) Par définition, lim f(z)= L si et seulement si
Tzl

Ve>0, 36>0 telque zop<z<zo+d6 = |f(x)—L|<e.

Baréme : 2 points pour la définition correcte

b) Soit £ >0 donné. Montrons qu’il existe 6 >0 tel que 0 < < =

1
W*O’<€

1
—0| < =4 <
In(z) ‘ c In(z) c
o —— o (5<1, In(2) <0)
——<c n(x
In(x) ’ -
& In(z) < -2
n(x ——
€
S O<ax< e_é, car exp est strictement croissante.

1
e

Donc tout § <e~=, (§ <1), convient.

Baréme : 4 points

1 point pour la contrainte définie par &
1 point pour In(z) < 0

1,5 points pour 0 <z <e~
0,5 point pour donner §

EOE S
-

1 1
. 2 . Qi _1 = i 2 : i =
C) a}i%h_ In (CL‘) +1-sin (ln(z)) wli)%l-k In (.’L‘) +1 ]n(x) > car a:hjg"' 1H($) 0,

1 1
. . — o . 1
= Jim, [ n(2) |- 1+ In(z) S, () -1+ 55 In(z)’

car sur un voisinage A droite de x =0, In(z) est négatif.

D’autre part, la fonction +/z est continue en z =1, donc on a

. 2 : 1 — lim — 1 _
Jim, /(@) +1-sin (i) = lim, —\/1+ gy = 1.

Baréme : 3 points
% 0,0 point pour constater que cette limite est une FI de type "oo - 0"
% 1 point pour gérer le sinus : sin(y) ~y (y — 0) ou lim, o % =1
* 1 point pour sortir In(x) de la racine
*k

0,5 point pour conclure

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,8, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 2 : Cette question est notée sur 9 points.
Réservé au correcteur

[l [l lds Ll [l

Chaque boite B, est un parallélépipéde rectangle dont la base est

On empile des boites By, By, Bs,. ...
un carré d’aire A,, et dont la hauteur est h, , n € N*.

A
On suppose que A; =4, hy =1 et que pour tout n>1, ona A, 1= — et hyp1=pBh, (8>0).

a) Calculer la valeur de 8 pour laquelle le volume total de la pile est égal & V = 6.

b) Pour la valeur de [ trouvée en a), calculer la hauteur totale H de la pile.
c¢) Pour quelles valeurs de § la pile a-t-elle un volume total fini et une hauteur totale infinie ?

Corrigé
a) Soit v, le volume de la n—iéme boite : vy = Ay - hy, ngAg-h2:71~Bh1:vl~—,
2 n—1
B ﬁ} ""’””:vl'm nen

V3 =Vg - — = Vq -

3 27y 1 [2

Soit V,, le volume de ’empilement des n premiéres boites : V,, = Z v = Z vy - [g}
k=1 k=1

L’expression de V,, est le terme général d’une série géométrique de premier terme v; = 4 et de

raison r:%: N N
B B

o [
Vn:Blz{g} :Ul'iﬁ:éliﬁ

1-5 1-5

k=1

On exige que cette série géométrique converge :
c’est le cas si et seulement si |r| = g <1, (B€]0,2]) et dans ce cas, on a

oo 1 2 3 B 4
_ 1 - . 8 - B, . B B B ol = o=
vt ves eS8 m e e e [ [8) | = 2 -

—if:6¢>ﬁ:§,(§em,ﬂy

et qu’elle converge vers V =6 : B
T2

Baréme : 5 points
* 0,5 point pour vy, 0,5 point pour v, 1,5 points pour wv,

* 2 points pour 'expression de V
x 0,5 point pour f

n n
b) Soit H,, la hauteur de la pile constituée des n premiéres boites : H,, = Z hy = Z hi - ﬁk_l .
k=1 k=1

L’expression de H,, est le terme général d’une série géométrique de premier terme h; = 1 et de

raison [ : n L_pn 1_g
Hy=hi-) = h ——m = ——.
= 1= 1-p
1
3.

1-5

Cette série géométrique converge car |3 = 3 <1 et elle converge vers H =

Baréme : 2 points
x 0,5 point pour le critére de convergence

x 1,5 points pour la valeur de H

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide

®
de auto-multiple-choice.
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c) La série géométrique décrivant le volume de la pile converge si et seulement si 8 €]0, 2].
Celle qui représente la hauteur de la tour est de raison [, elle diverge si et seulement si |5] > 1.
Le volume total de la pile est fini et sa hauteur est infinie si et seulement si € [1, 2].

Baréme : 2 points
x 1 point pour la convergence du volume
* 1 point pour la divergence de la hauteur

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,8, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 3 : Cette question est notée sur 8 points.
(o [ hl kLl Ll [l Réservé au correcteur

1—+22 -1

Soit f définie sur [%, +oo[ par f(z) = 1
T —

,siz#1 et f(1)=-1.

a) Montrer que f est dérivable en xg =1 en utilisant la définition de la dérivabilité.
) si z2>1
b) On considére la fonction ¢ définie sur R par g(x) = J(@) -
ar’+b si x<1.

Déterminer les paramétres a,b € R de sorte que g soit dérivable en 29 =1.

Justifier rigoureusement votre réponse.

Corrigé

fA+h) = f(1)

a) La fonction f est dérivable en 2 =1 si et seulement si }llin% o existe.
—
1—/2(1+h)—-1
. f+h) - 1) +h—1__ (1)
lim —————~ = lim
h—0 h h—0 h
. h+1—+2h+1
= lim —————
h—0 h?
~ (h+1)%2 — (2h +1)
h=0 h2 (h+1+v2h+1)
h2
= lim
h=0 h2 (h+1++2h+1)
) 1
= lim ————
h=0 h+1++v2h+1
_ 1
2

1
La fonction f est donc dérivable en z =1 et f'(1) = 7
Baréme : 4 points

x 1 point pour le critére de dérivabilité
1 point pour écrire le rapport de Newton
1 point pour "amplification par le conjugué (ou BH)

* % ¥

1 point pour la conclusion

b) e La fonction g doit étre continue en zp=1.

lim g(z) =a+0, g(1)=f(1)=-1 et lim g(x)=f(1)=-1,

r—1— z—1t
car f est continue en x =1 car dérivable en ce point.

La fonction g est donc continue en o =1 siet seulement si a+b=—1.

e Etudions la dérivabilité de g en z =1:

* f est dérivable en @ =1 et f'(1) = 3, donc g est dérivable & droite en z = 1 et
gar)=3.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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* Sous ’hypothése de continuité de g en x =1, ona g(z)=ax?+b si
= 2a

g est donc dérivable a gauche en z =1 et ¢'(17) = 2ax|w:1
b= -1 =1
x g est dérivable en x =1 si et seulement si ot 1 & o 5

Baréme : 4 points
x 1,5 points pour la continuité
* 2 points pour la dérivabilité

* 0,5 point pour la conclusion
,7, alors arrondir le total & n+ 1.

Remarque : si le total des points est n,5 pts, n=0,1,---

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide

o
de auto-multiple-choice.
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Question 4 : Cette question est notée sur 10 points.
|:|0 |:|1 |:|2 |:|3 |:|4 |:|5 |:|6 |:|7 |:|8 |:|9 |:|10 Réservé au correcteur

Etudier les branches infinies de ’arc paramétré I' défini par

Corrigé
La trajectoire T' est symétrique par rapport a axe Oy, car x(t) est impair et y(¢) est pair.

On étudie les limites aux "points frontiéres" de Dger = R*.

e Lorsque t — oo, a(t) >0 et y(t) =0, en effet
t_l)lrinoo In [cosh ( )] =1In [limtﬂioo cosh (%)] =1In [cosh (limtﬁioo %)} = In[cosh (0)] =1In(1) =0,
car les fonctions cosh et In sont continues.

Le point courant M (t) tend vers (0,0), 'arc I' n’admet pas de branches infinies lorsque t — +o0.

Baréme : 1,5 points pour dire ce qui se passe lorsque t — 400

e Lorsque ¢t — 0%, x(t) = +oco et y(t) — +oo, on recherche une éventuelle asymptote oblique :

) smh( ) [ 2]
* hm (t) — hm M B;—I hm cosh( )
oo .%‘(t) =07 t t—0+t — == t—0+

or lim e * =0, donc lim. [y(t) —z(t)] =In(5) = —In2.
Donc I' admet, lorsque t — 0T, une asymptote oblique d’équation y =z —In2.

Baréme : 6 points
* 1 point pour la limite de z(t) et de y(t)
* 2 points pour la limite de 1;’8
% 3 points pour la limite de y(t) — x(¢)

e Par symétrie, I' admet, lorsque ¢ — 07, une asymptote oblique d’équation y = —x —In2.

Baréme : 2,5 points pour refaire la méme chose ou pour utiliser la symétrie de la trajectoire T’

Remarque : si le total des points est n,5 pts, n=20,1,---,9, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 5 : Cette question est notée sur 7 points.
(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur
On considére la fonction f définie par
Vel
f(x):/ e Ut at z>0.

N

Déterminer z de sorte que f(x) soit maximale. Justifier rigoureusement votre réponse.

Corrigé
On étudie le signe de la dérivée de f(x).

. . .« . p— 2
Soit G(t) une primitive de g(t) = et 75t

fl@) =Gz +1) - G(Vr)
On en déduit l'expression de f'(z) :
fx) = [6Wz+1)-G(Wa)]

= GCWz+1)-(Vr+1) -G W) (Vo)
1 1
= 9(\/54‘1)'%—9(\/5)‘%
_ 1 [e—(ﬁ+1)2+5(\/5+1) _ e—a;+5\/5]
NG
L o E-145VF45  —at5VF
20z [e ¢ ]
—x+5/x
e +5Vx {6_2\/5‘*‘4_1] .
2\
e—x+5\/§

2V

672ﬁ+47120 & 672ﬁ+421 & 672ﬁ+4260 & —2/r+4>0

Le signe de f/(x) est égal au signe de [e_2ﬁ+4 — 1} car >0, Vo >0.

car la fonction exponentielle est croissante,
ffz)>0 & =2y2+4>0 & x<4.

Signe de f'(z) :

>~

x‘O

I
7@) f0 -
\
La fonction f atteint donc son maximum en x =4.

Baréme : 7 points
* 1,5 points pour écrire f(z) al’aide d’une primitive de e
x 1,5 points pour la dérivée de la fonction composée
x 1,5 points pour factoriser f’(z)
« 1,5 points pour étudier le signe de f’(x)
*

—t245¢

1 point pour le critére du maximum et la conclusion

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

® Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 6 : Cette question est notée sur 8 points.

[l [l Ll ldalds [l [l

Réservé au correcteur

Déterminer ’ensemble des primitives de la fonction f définie par

4e* — 5
f@) = e2r —2er + 5
Corrigé
1
e Changement de variable : wu=¢€", du=e"dz, dr = —du.
u
4e” — 5 du—>5 1 du—5
—dr = | ———— —du= | ——————du.
/62“’7261+5 v /u272u+5 u /u(u272u+5) "
e Décomposition en éléments simples
du—5 A Bu+C
_—— == —— A B,CeR.
u(u®—2u+5) u  u?-2u+5
————
A<O
Recherche des coefficients A, B et C
o par évaluation :
x multiplication par z, puis évaluationen z=0: A= -1,

* multiplication par x, puis t —>o00: A+ B=0, B=1,

x évaluation en =z = +1 : A—i—% :—i, c=2.
o ou par identification :

du—5 _é+ Bu+C  AWw?—2u+5)+u(Bu+C)
w(u?2—2u+5) u  u?-—2u+5 u(u? —2u+5) ’

du—5 (A+ B)u? + (C —2A)u+5A A+B=0 A=-1
~ = . C-24=4 & { B=1
u(u? —2u+5) u(u? —2u+5) 5A— 5 C_o
_ 4w-5 1, ut2
u(u?—-2u+5) u u2—-2u+5’

e Intégration de 1’élément simple de deuxiéme espeéce

u+2 1 2u-—2 N 3
w—2u+5 2 u2—2u+5 u2—2u+5’

3 3 3 1 3
avec

1
_ _° 3 .
W-2uts (-1 +4 4 (ah)Te1 2 (250)T 4

(u+ 2)du 1 / (2u—2)du 3 / 1 du 1 ) 3 »
5, F 5] 7 9. Fr 5| ootz =51 -2 5) + 2 arctan (2=1) + C'.
/U2*2u4r5 2 u2—2u+5+2 (uT_l)2+1 B n(u U+ )+2arcan(2)+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide ®
de auto-multiple-choice.
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e Conclusion

1
/f(x)dx:—1n|u|+§ ln(u2—2u+5)+g arctan (451) 4+ C,

1 x
/f(x)dx:_z+§ln(ezx—2€m+5)+garctan(e 1) +C.

Bareme : 8 points
% 2 points pour le changement de variable
x 2 points pour la décomposition en éléments simples
% 3 points pour l'intégration de ’élément simple de deuxiéme espéce
o 1 point pour la partie logarithme
o 2 points pour la partie arctangente
% 1 point pour le retour en z et pour la constante d’intégration C'

Remarque : si le total des points est n,5 pts, n=20,1,---,7, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 7 : Cette question est notée sur 7 points.

(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur

On considére le domaine D décrit ci-joint, limité par
l'arc d’ellipse T' d’équation z?+4y%> =4, >0, y >0, 1
et les droites d’équations * =2 et y=1.

Calculer le volume du corps de révolution engendré par
la rotation de ce domaine D autour de ’axe d’équation T

r=2.

Corrigé

La section de ce corps de révolution par le plan d’équation y as
y = yo, perpendiculaire & ’axe de rotation, est un disque 1
de rayon r =2 — x(yo). L’aire de ce disque vaut Yo 1 dy

A(yo) = mri=m 2 - 90(3/0)]27

avec  x(yo) = /4 —4yZ =2/1-43. 0 x(yo) ?

2
A(?JO)‘”PM] 4ﬂ[12m+1y8]’ | dy
A(%)47T{2y82ﬂ].  r=2—a(yo)

1 1
On en déduit le volume V' du corps de révolution : V = / Aly)dy = 47r/ [2 —y2—24/1— 92} dy .
0 0

1
Calcul de / v/1—1y2dy par changement de variable. On pose y = sin(t) et on obtient :
0

[SE]

13

1 Bl El 71 5(2 sin(2
/ V1—1y2dy = / cos(t) [cos(t)dt] = / cos?(t) dt = / 2t costzt) C;b( ) dt = % + bmi 2 ‘ =
0 0 0 0

0

1 1 371
V:47r/ [2—y2}dy—87r/ V1—y?2dy =4n [Qy—yg] —or? = 20%—2772.
0 0 0
Bareme : 7 points
x 3 points pour la modélisation
o 1 point pour le rayon du disque
o 1 point pour A(yp)
o 1 point pour l'expression de V'
* 4 points pour l'intégration
o 2 points pour 'intégration de la racine (ou argument géométrique)
o 2 points pour la conclusion

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a I’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 8 : Cette question est notée sur 7 points.
(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur

On considére le domaine D du plan délimité par la droite d’équation = =1 et par les graphes des deux

fonctions suivantes :

f(x):%oln(x) et g(x):$~ln(:r+1), z>1.

a) Esquisser le domaine D (on ne demande pas une étude compléte des fonctions f et g).

b) Calculer 'aire A de ce domaine.

Corrigé

a) Ve >1, g(x)> f(z), lim f(z)= lim g(z)=0 et f(1)=0, g(1)=1In2.

r—+o0 r— 400

Y \\
In2f--------

Le domaine D est non borné.

b) Calcul de laire de ce domaine

L

+oo
A= [ lote) = f@))do = tim [ lg(e) — @) d

L—+o0o 1

Recherche d’une primitive de f —g:

1 1 1
9@~ s@)de = [ 5w+ )~ w@))de = [ 5w do= [ m[ie 2 de.
1 1 .
Et en posant w =1+ —, du = —— dx, on obtient
T T
1 1
= ‘In[1+ 1] de=— [ In(u)du,
que ’on intégre par parties :

/ln(u)du:/1~ln(u)du:u~ln(u)—/u-ldu:u-ln(u)—u—i—C.

T 1 U

/[g(x)—f(x)}dx=—(1+%)'[1n(1+%)—1]+0-

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Evaluation puis passage a la limite :

/1 [9(z) = f(z)]dz=—(1+ %) [In(1+1)—1]+2-[In(2) —1].

L

Ll_igl()o 1 [g(:ﬂ)—f(x)]dle[ln(2)—1]—LEr£w(l+%) . [ln(l—i—%) —1],

A=21In(2)—1.

Baréme : 7 points
x 2 points pour 'esquisse
x 1,5 points pour ’expression de A
x 2,5 points pour l'intégration
o 0,5 point pour la différence des logarithmes
o 1 point pour le changement de variable
o 1 point pour l'intégration par parties
x 1 point pour I’évaluation et le passage a la limite

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 9 : Cette question est notée sur 10 points.

(o [kl [l [l [l ][ [ ] Réservé au correcteur

a) Résoudre I’équation différentielle avec condition initiale suivante :
y'(x) + tan(z) - y(z) = sin(2z) , y(0) =1. (6 points)

b) Déterminer une équation différentielle linéaire inhomogéne du deuxiéme ordre a coefficients constants
admettant comme solutions toutes les fonctions :

cos(x)

y(z) = — + Ae® - cos(2x) + Be® -sin(2z), A,BeR. (4 points)

Corrigé
a) e Reésolution de I’équation différentielle sans condition initiale

o Une méthode

% Reésolution de I'équation homogeéne :  y/(z) + tan(z) - y(z) =0, = € Dyan
(

In|y(zx) :/—tan(m)dx:/_czisr(llj)dx, In|y(z)| =1n]|cos(z) |+ C,

y(x) = A-cos(z), Ae€R.
* Recherche d’une solution particuliére de I’équation inhomogeéne : variation de la constante
yp(z) = A(z) - cos(z), yp(x)=A'(z): cos(x) — A(x) - sin(z),
yp(x)+tan(x)-y,(z) = sin(2z) = A'(x)-cos(z)—A(z)-sin(x)+tan(x)-A(x)-cos(z) = sin(2x)
& A'(z)-cos(z) =sin(2z) & A'(r) =2sin(z), A(r)= —2cos(x).
yp(z) = —2 cos?(z).

* La solution générale de I’équation différentielle inhomogeéne s’écrit comme somme de la
solution particuliére et de la solution homogéne :

y(x) = =2 cos®(xz) + A -cos(x), x € Diyan, AER.

o Une autre méthode : résolution & ’aide du facteur intégrant

1

Le facteur intégrant s’écrit : ef tan(@) dr — = Incos(z) — .
cos(x)

L’équation différentielle devient :

1

' (z sin(z) ~y(x) = - sin(2x 1 ~y(x / = 2 sin(x
cos(x) y(@)+ cos?(x) y() cos(x) (22) & [cos(a:) y( )] 2 sin(z)
& cosl(a:) y(w) = —2cos(x)+ A &  ylx)=—-2cos’*(x)+ A-cos(x), € Dian.

e Solution définie par la condition initiale

La condition initiale définit une unique solution :

y0)=1 = —2cos’(0)+A-cos(0)=1 = A=3.
La condition initiale définit non seulement la constante A mais aussi le domaine de définition de

la solution :

)

y(r) = —2 cos*(x) +3-cos(z), z€]—

[.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide ®
de auto-multiple-choice.

[SIE
INE
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Baréme : 6 points

+x Une méthode : 4 points
o 1,5 points pour résoudre 1’équation homogeéne
o 2 points pour la solution particuliére
o 0,5 point pour 'expression de la solution générale

% Une autre méthode : résolution a 'aide du facteur intégrant : 4 points
o 1,5 points pour calculer le facteur intégrant
o 1,5 points pour utiliser le facteur intégrant
o 1 point pour conclure

* 2 points pour la solution correspondant a la condition initiale
o 1,5 points pour la constante A =3
o 0,5 point pour le domaine de définition de la solution

b) Les solutions de cette équation différentielle sont constituées

cos(x)

* d’une solution particuliére de I’équation inhomogeéne : y, =

% et de la solution générale de I’équation homogene : yy = Ae® - cos(2z) + Be® - sin(2z) .

La solution générale de 1’équation homogéne décrit une oscillation, donc le discriminant de I’équa-
tion caractéristique est négatif et les solutions de cette équation caractéristique sont deux nombres
complexes conjugueés.

Si A=uxiv, alors yg = Ae"® - cos(vz) + Be"" -sin(va), on en déduit donc que u =1 et
v =2 et que les zéros du polynéme caractéristique sont A =1+ 2.

Le polynome caractéristique s’écrit donc : [A — (1 —2i)][A — (1 +2i)] = A2 —2X+5.
On en déduit I’équation homogene associée : y”'(z) — 2y'(z) +5y(x) =0.

L’équation différentielle inhomogéne a pour forme y”(z) —2y'(z) + 5y(x) = r(z) et elle est vérifice

par y(z) = Cozﬂ, on en déduit r(zx) :
() = COSQ(x) S ) = _sm2(x) S ) = _0052(1‘)
y'(z) =2y (z) +5y(z) =r(z) = _cos2(a:) +sin(z) +5 cos2(a:) =r(zx) & r(z)=sin(z)+ 2 cos(x)

L’équation différentielle linéaire inhomogéne du deuxiéme ordre a coefficients constants est donc :
y"(z) —2y'(z) + 5y(z) = sin(x) + 2 cos(z).

Baréme : 4 points

1 point pour identifier la solution homogeéne et la solution particuliére

1 point pour déterminer les zéros du polynome caractéristique : A =1+ 24
1 point pour donner I’équation homogéne

EE N

1 point pour donner I’équation inhomogéne

*

1 point pour calculer y/'(z) et y”(x) et essayer de remplacer dans y”(z)+py'(x)+qy(z) = r(x)

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,9, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



[ N N +2/23/10+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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EPFL
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Student Three
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Indications

Durée de I'examen : 180 minutes.

Posez votre carte d’étudiant sur la table.

Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page.

Ce document est imprimé recto-verso, il contient 28 pages.

Ne pas séparer les feuilles.

Laisser libres les cases a cocher : elles sont réservées au correcteur.

La réponse a chaque question doit étre justifiée et rédigée a ’encre sur la place réservée a
cet effet & la suite de la question.

e Si la place prévue pour une question ne suffit pas, vous pouvez demander des feuilles sup-
plémentaires aux surveillants. Chaque feuille ne peut étre utilisée que pour cette seule
question. Il convient de coller I’'un des codes-barre fourni en haut de la feuille

supplémentaire et 1’autre, identique, en bas de la derniére page de la question.
e Les feuilles de brouillon sont & rendre mais ne seront pas corrigées ; des feuilles de brouillon
supplémentaires peuvent étre demandées en cas de besoin auprés des surveillants.
e Aucune documentation, ni machine & calculer ne sont autorisées.
e Veuillez signer votre examen.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Trigonométrie circulaire

Formules d’addition :

sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosx siny cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinx siny

tanx + tany
t =
an(@ +y) 1 —tanz tany

Formules de bissection :

1 —coszx 14 coszx 1 —cosx
2 2 2
sin’(§) = — cos’(§) = — (%) = eos
Expressions de sinz, cosz et tanz en fonction de tan(3)
, 2tan(%) 1 — tan?(%) 2tan(%)
sinx = 5 cosx = T tanx = 5
lthan (5) 1+tan (5) 17tan (5)
Formules de transformation somme-produit :
cosz + cosy = 2 cos(ZEY) cos(5Y) cosz — cosy = —2sin(£EY) sin(2;Y)
sinz + siny = 2sin(ZHY) cos(5Y) sinz — siny = 2 cos(“EY) sin(%5Y)
Trigonométrie hyperbolique
Définitions :
xr _ ,—T x —T r __ —x
sinhx = c-c coshx = cre tanhz = £ ¢ cosh? z —sinh®z = 1
2 2 er +e~®
Formules d’addition :
sinh(z + y) = sinhz coshy + cosh x sinhy cosh(z + y) = coshz coshy + sinhz sinh y
tanh z + tanh y
tanh(x =
(@+y) 1+ tanhx tanhy
Formules de bissection :
coshz — 1 coshz 4+ 1 coshz — 1 sinh
inh?(2) = ———— h?(2) = >~ "~ tanh(Z) = =
sinh™(3) 2 cosh™(3) 2 anh(3) sinh coshz + 1
Dérivée de quelques fonctions
f(z) f'(x) f(z) f'(@) f(z) f(x)
. 1 h h h 1
arcsinz | —— sinh z coshz argsinhzr | ——
V1— 22 8 V1+ 22
1 . 1
arccosx | ———— coshz sinh z arg cosh z
V1—a? § z?—1
1 1 1
tanhz | ———
arctan x T4 a2 cosh2 = arg tanh 1.2
t ! h 1 th !
arccotr | —— r | ——— argcothe | —
1+a? cothr sinh? & 1—a?

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 1 : Cette question est notée sur 9 points.

(o [ Rl Ll Ll [l ]l Réservé au correcteur

a) Donner la définition de lim f(z) =L, LeR.

+
I—>IO

1
b) Montrer a l’aide de la définition que lim =0
z—0+ In(z)

c¢) Calculer la limite suivante :  lim 1/In*(z) + 1 -sin ( 1 )
z—0t In(z)

Corrigé

a) Par définition, lim f(z)= L si et seulement si
Tzl

Ve>0, 36>0 telque zop<z<zo+d6 = |f(x)—L|<e.

Baréme : 2 points pour la définition correcte

b) Soit £ >0 donné. Montrons qu’il existe 6 >0 tel que 0 < < =

1
W*O’<€

1
—0| < =4 <
In(z) ‘ c In(z) c
o —— o (5<1, In(2) <0)
——<c n(x
In(x) ’ -
& In(z) < -2
n(x ——
€
S O<ax< e_é, car exp est strictement croissante.

1
e

Donc tout § <e~=, (§ <1), convient.

Baréme : 4 points

1 point pour la contrainte définie par &
1 point pour In(z) < 0

1,5 points pour 0 <z <e~
0,5 point pour donner §

EOE S
-

1 1
. 2 . Qi _1 = i 2 : i =
C) a}i%h_ In (CL‘) +1-sin (ln(z)) wllj{)l+ In (.’L‘) +1 ]n(x) > car a:hjg"' IH(I) 0,

1 1
. . — o . 1
= Jim, [ n(2) |- 1+ In(z) S, () -1+ 55 In(z)’

car sur un voisinage A droite de x =0, In(z) est négatif.

D’autre part, la fonction +/z est continue en z =1, donc on a

. 2 : 1 — lim — 1 _
Jim, /(@) +1-sin (i) = lim, —\/1+ gy = 1.

Baréme : 3 points
% 0,0 point pour constater que cette limite est une FI de type "oo - 0"
% 1 point pour gérer le sinus : sin(y) ~y (y — 0) ou lim, o # =1
* 1 point pour sortir In(x) de la racine
ES

0,5 point pour conclure

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,8, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 2 : Cette question est notée sur 9 points.
Réservé au correcteur

[l [l lds Ll [l

Chaque boite B, est un parallélépipéde rectangle dont la base est

On empile des boites By, By, Bs,. ...
un carré d’aire A,, et dont la hauteur est h, , n € N*.

A
On suppose que A; =4, hy =1 et que pour tout n>1, ona A, 1= — et hyp1=pBh, (8>0).

a) Calculer la valeur de 8 pour laquelle le volume total de la pile est égal & V = 6.

b) Pour la valeur de [ trouvée en a), calculer la hauteur totale H de la pile.
c¢) Pour quelles valeurs de § la pile a-t-elle un volume total fini et une hauteur totale infinie ?

Corrigé
a) Soit v, le volume de la n—iéme boite : vy = Ay - hy, ngAg-h2:71~Bh1:vl~—,
2 n—1
B ﬁ} ""’””:vl'm nen

V3 =Vg - — = Vq -

3 27y 1 [2

Soit V,, le volume de ’empilement des n premiéres boites : V,, = Z v = Z vy - [g}
k=1 k=1

L’expression de V,, est le terme général d’une série géométrique de premier terme v; = 4 et de

raison r:%: N N
B B

o [
Vn:Blz{g} :Ul'iﬁ:éliﬁ

1-5 1-5

k=1

On exige que cette série géométrique converge :
c’est le cas si et seulement si |r| = g <1, (B€]0,2]) et dans ce cas, on a

oo 1 2 3 B 4
_ 1 - . 8 - B, . B B B ol = o=
vt ves eS8 m e e e [ [8) | = 2 -

—if:6¢>ﬁ:§,(§em,ﬂy

et qu’elle converge vers V =6 : B
T2

Baréme : 5 points
* 0,5 point pour vy, 0,5 point pour v, 1,5 points pour wv,

* 2 points pour 'expression de V
x 0,5 point pour f

n n
b) Soit H,, la hauteur de la pile constituée des n premiéres boites : H,, = Z hy = Z hi - ﬁk_l .
k=1 k=1

L’expression de H,, est le terme général d’une série géométrique de premier terme h; = 1 et de

raison [ : n L_pn 1_g
Hy=hi-) = h ——m = ——.
= 1= 1-p
1
3.

1-5

Cette série géométrique converge car |3 = 3 <1 et elle converge vers H =

Baréme : 2 points
x 0,5 point pour le critére de convergence

x 1,5 points pour la valeur de H

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide

o
de auto-multiple-choice.
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c) La série géométrique décrivant le volume de la pile converge si et seulement si 8 €]0, 2].
Celle qui représente la hauteur de la tour est de raison [, elle diverge si et seulement si |5] > 1.
Le volume total de la pile est fini et sa hauteur est infinie si et seulement si € [1, 2].

Baréme : 2 points
x 1 point pour la convergence du volume
* 1 point pour la divergence de la hauteur

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,8, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 3 : Cette question est notée sur 8 points.
(o [ hl kLl Ll [l Réservé au correcteur

1—+22 -1

Soit f définie sur [%, +oo[ par f(z) = 1
T —

,siz#1 et f(1)=-1.

a) Montrer que f est dérivable en xg =1 en utilisant la définition de la dérivabilité.
) si z2>1
b) On considére la fonction ¢ définie sur R par g(x) = J(@) -
ar’+b si x<1.

Déterminer les paramétres a,b € R de sorte que g soit dérivable en 29 =1.

Justifier rigoureusement votre réponse.

Corrigé

fA+h) = f(1)

a) La fonction f est dérivable en 2 =1 si et seulement si }llin% o existe.
—
1—/2(1+h)—-1
. f+h) - 1) +h—1__ (1)
lim —————~ = lim
h—0 h h—0 h
. h+1—+2h+1
= lim —————
h—0 h?
~ (h+1)%2 — (2h +1)
h=0 h2 (h+1+v2h+1)
h2
= lim
h=0 h2 (h+1++2h+1)
) 1
= lim ————
h=0 h+1++v2h+1
_ 1
2

1
La fonction f est donc dérivable en z =1 et f'(1) = 7
Baréme : 4 points

x 1 point pour le critére de dérivabilité
1 point pour écrire le rapport de Newton
1 point pour "amplification par le conjugué (ou BH)

* % ¥

1 point pour la conclusion

b) e La fonction g doit étre continue en zp=1.

lim g(z) =a+0, g(1)=f(1)=-1 et lim g(x)=f(1)=-1,

r—1— z—1t
car f est continue en x =1 car dérivable en ce point.

La fonction g est donc continue en o =1 siet seulement si a+b=—1.

e Etudions la dérivabilité de g en z =1:

* f est dérivable en @ =1 et f'(1) = 3, donc g est dérivable & droite en z = 1 et
gar)=3.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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* Sous ’hypothése de continuité de g en x =1, ona g(z)=ax’>+b si <1
g est donc dérivable & gauche en z =1 et ¢'(17) =2az| _, = 2a.
b= -1 =1
x g est dérivable en x =1 si et seulement si ot 1 & N 5

Baréme : 4 points
x 1,5 points pour la continuité
* 2 points pour la dérivabilité

* 0,5 point pour la conclusion
-, 7, alors arrondir le total & n+ 1.

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide

de auto-multiple-choice.
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Question 4 : Cette question est notée sur 10 points.
|:|0 |:|1 |:|2 |:|3 |:|4 |:|5 |:|6 |:|7 |:|8 |:|9 |:|10 Réservé au correcteur

Etudier les branches infinies de ’arc paramétré I' défini par

Corrigé
La trajectoire T' est symétrique par rapport a axe Oy, car x(t) est impair et y(¢) est pair.

On étudie les limites aux "points frontiéres" de Dger = R*.

e Lorsque t — oo, a(t) >0 et y(t) =0, en effet
t_l)irinoo In [cosh (4)] = In [limy— 4o cosh (1)] = In [cosh (limy— 400 )] = In[cosh (0)] = In(1) =0,
car les fonctions cosh et In sont continues.

Le point courant M (t) tend vers (0,0), 'arc I' n’admet pas de branches infinies lorsque t — +o0.

Baréme : 1,5 points pour dire ce qui se passe lorsque t — 400

e Lorsque ¢t — 0%, x(t) = +oco et y(t) — +oo, on recherche une éventuelle asymptote oblique :

) sinh(%) . [_t%]
*  lim (t) — lim M BH lim cosh(z)
=0t x(t) -0t I t—0+ -4 t—0+

or lim e * =0, donc lim. [y(t) —z(t)] =In(5) = —In2.
Donc I' admet, lorsque t — 0T, une asymptote oblique d’équation y =z —In2.

Baréme : 6 points
* 1 point pour la limite de z(t) et de y(t)
* 2 points pour la limite de 1;’8
% 3 points pour la limite de y(t) — x(¢)

e Par symétrie, I' admet, lorsque ¢ — 07, une asymptote oblique d’équation y = —x —In2.

Baréme : 2,5 points pour refaire la méme chose ou pour utiliser la symétrie de la trajectoire T’

Remarque : si le total des points est n,5 pts, n=20,1,---,9, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 5 : Cette question est notée sur 7 points.
(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur
On considére la fonction f définie par
Vel
f(x):/ e Ut at z>0.

N

Déterminer z de sorte que f(x) soit maximale. Justifier rigoureusement votre réponse.

Corrigé
On étudie le signe de la dérivée de f(x).

. . .« . p— 2
Soit G(t) une primitive de g(t) = et 75t

fl@) =Gz +1) - G(Vr)
On en déduit l'expression de f'(z) :
fx) = [6Wz+1)-G(Wa)]

= GCWz+1)-(Vr+1) -G W) (Vo)
1 1
= 9(\/54‘1)'%—9(\/5)‘%
_ 1 [e—(ﬁ+1)2+5(\/5+1) _ e—a;+5\/5]
NG
L o E-145VF45  —at5VF
20z [e ¢ ]
—x+5/x
e +5Vx {6_2\/5‘*‘4_1] .
2\
e—x+5\/§

2V

672ﬁ+47120 & 672ﬁ+421 & 672ﬁ+4260 & —2/r+4>0

Le signe de f/(x) est égal au signe de [e_2ﬁ+4 — 1} car >0, Vo >0.

car la fonction exponentielle est croissante,
ffz)>0 & =2y2+4>0 & x<4.

Signe de f'(z) :

>~

x‘O

I
7@) f0 -
\
La fonction f atteint donc son maximum en x =4.

Baréme : 7 points
* 1,5 points pour écrire f(z) al’aide d’une primitive de e
x 1,5 points pour la dérivée de la fonction composée
x 1,5 points pour factoriser f’(z)
« 1,5 points pour étudier le signe de f’(x)
*

—t245¢

1 point pour le critére du maximum et la conclusion

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

® Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 6 : Cette question est notée sur 8 points.

[l [l Ll ldalds [l [l

Réservé au correcteur

Déterminer ’ensemble des primitives de la fonction f définie par

4e® — 5
f@) = e2r —2er + 5
Corrigé
1
e Changement de variable : wu=¢€", du=e"dz, dr = —du.
u
4e” — 5 du—>5 1 du—5
—dr = | ———— —du= | ——————du.
/62“’72ez+5 o /u272u+5 u /u(u272u+5) b
e Décomposition en éléments simples
du—5 A Bu+C
_—— == —— A,B,C eR.
u(w?=2u+5) u u?-2u+b
—_——
A<O
Recherche des coefficients A, B et C
o par évaluation :
x multiplication par z, puis évaluationen z=0: A= -1,
* multiplication par x, puis t —>o00: A+ B=0, B=1,
x évaluation en =z = +1 : A—i—% :—i, c=2.
o ou par identification :
du—5 _A+ Bu+C  AWw?—2u+5)+u(Bu+C)
w(u?2—2u+5) u  u?-—2u+5

u(u? —2u+5) ’

du —5 (A+B)u? + (C —2A)u+5A A+B=0 A=-1

_ = _ C-24=4 o { B=1

u(u? —2u+5) u(u? —2u+5) 54 = —5 C =2
qu —5 1 u+2

u(u? —2u+5) u+u2—2u+5'
e Intégration de 1’élément simple de deuxiéme espeéce

u+2 1 2u-—2 N 3
w—2u+5 2 u2—2u+5 u2—2u+5’

3 3 3 1 3
avec =

1
_ _ 92 2
Wo2utb (-1 4 (e 2 (ugl)

(u+2)du 1 / (2u—2)du 3 / 1 du 1 ) 3 »
S5 r "5 5 5.1 F 5| ootz 5! -2 5) + 2 arctan (“=1) + C.
/u2—2u+5 2 u272u+5+2 (u_1)2_~_1 D) n(u u + )+2arcan( )+

2
2

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide ®
de auto-multiple-choice.
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e Conclusion

1
/f(x)dﬂc:—ln|u|+§ ln(u2—2u+5)+g arctan (451) 4+ C,

1 x
/f(x)dx:_z+§ln(€2x—2€m+5)+garctan(e 1) +C.

Bareme : 8 points
% 2 points pour le changement de variable
x 2 points pour la décomposition en éléments simples
% 3 points pour l'intégration de ’élément simple de deuxiéme espéce
o 1 point pour la partie logarithme
o 2 points pour la partie arctangente
% 1 point pour le retour en z et pour la constante d’intégration C'

Remarque : si le total des points est n,5 pts, n=20,1,---,7, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 7 : Cette question est notée sur 7 points.

(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur

On considére le domaine D décrit ci-joint, limité par
l'arc d’ellipse T' d’équation z?+4y%> =4, >0, y >0, 1
et les droites d’équations * =2 et y=1.

Calculer le volume du corps de révolution engendré par
la rotation de ce domaine D autour de ’axe d’équation T

r=2.

Corrigé

La section de ce corps de révolution par le plan d’équation y as
y = yo, perpendiculaire & ’axe de rotation, est un disque 1
de rayon r =2 — x(yo). L’aire de ce disque vaut Yo 1 dy

A(yo) = mri=m 2 - x(yo)]27

avec  x(yo) = /4 —4yZ =2/1-43. 0 x(yo) ?

2
A(?JO)‘”PM] 4ﬂ[12m+1y8]’ | dy
A(y@47r{2y32ﬂ].  r=2—a(yo)

1 1
On en déduit le volume V' du corps de révolution : V = / Aly)dy = 47r/ [2 —y2—24/1— 92} dy .
0 0

1
Calcul de / v/1—1y2dy par changement de variable. On pose y = sin(t) et on obtient :
0

[SE]

13

1 Bl El 71 5(2 sin(2
/ V1—1y2dy = / cos(t) [cos(t)dt] = / cos?(t) dt = / 2t costzt) C;b( ) dt = % + bmi 2 ‘ =
0 0 0 0

0

1 1 371
V:47r/ [Q—yz}dy—&r/ V1—y?2dy =4n [Qy—yg] —or? = 20%—2772.
0 0 0
Bareme : 7 points
x 3 points pour la modélisation
o 1 point pour le rayon du disque
o 1 point pour A(yp)
o 1 point pour l'expression de V'
* 4 points pour l'intégration
o 2 points pour 'intégration de la racine (ou argument géométrique)
o 2 points pour la conclusion

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a I’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 8 : Cette question est notée sur 7 points.
(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur

On considére le domaine D du plan délimité par la droite d’équation = =1 et par les graphes des deux

fonctions suivantes :

f(x):%oln(x) et g(x):$~ln(:r+1), z>1.

a) Esquisser le domaine D (on ne demande pas une étude compléte des fonctions f et g).

b) Calculer 'aire A de ce domaine.

Corrigé

a) Ve >1, g(x)> f(z), lim f(z)= lim g(z)=0 et f(1)=0, g(1)=1In2.

r—+o0 r— 400

Y \
In2f--------

Le domaine D est non borné.

b) Calcul de laire de ce domaine

L

+oo
A= [ lote) = f@))do = tim [ lg(e) — @) d

L—+o0o 1

Recherche d’une primitive de f —g:

1 1 1
9@~ s@)de = [ 5w+ )~ w@))de = [ 5w do= [ m[ie 2 de.
1 1 .
Et en posant w =1+ —, du = —— dx, on obtient
T T
1 1
= ‘In[1+ 1] de=— [ In(u)du,
que ’on intégre par parties :

/ln(u)duz/1~ln(u)du:u~ln(u)—/u-ldu:u-ln(u)—u—i—C.

T 1 U

/[g(m)—f(x)}da?:—(“r%)'[1n(1+%)—1]+0-

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



[N N . +3/14/51+

Evaluation puis passage a la limite :

/1 [9(z) = f(z)]dz=—(1+ %) [In(1+1)—1]+2-[In(2) —1].

L

Ll_igl()o 1 [g(:ﬂ)—f(x)]dle[ln(2)—1]—LEr£w(l+%) . [ln(l—i—%) —1],

A=21In(2)—1.

Baréme : 7 points
x 2 points pour 'esquisse
x 1,5 points pour ’expression de A
x 2,5 points pour l'intégration
o 0,5 point pour la différence des logarithmes
o 1 point pour le changement de variable
o 1 point pour l'intégration par parties
x 1 point pour I’évaluation et le passage a la limite

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 9 : Cette question est notée sur 10 points.

(o [kl [l [l [l ][ [ ] Réservé au correcteur

a) Résoudre I’équation différentielle avec condition initiale suivante :
y'(x) + tan(z) - y(z) = sin(2z) , y(0) =1. (6 points)

b) Déterminer une équation différentielle linéaire inhomogéne du deuxiéme ordre a coefficients constants
admettant comme solutions toutes les fonctions :

cos(x)

y(z) = — + Ae® - cos(2x) + Be® -sin(2z), A,BeR. (4 points)

Corrigé
a) e Reésolution de I’équation différentielle sans condition initiale

o Une méthode

% Reésolution de I'équation homogeéne :  y/(z) + tan(z) - y(z) =0, = € Dyan
(

In|y(zx) :/—tan(m)dx:/_czisr(llj)dx, In|y(z)| =1n]|cos(z) |+ C,

y(x) = A-cos(z), Ae€R.
* Recherche d’une solution particuliére de I’équation inhomogeéne : variation de la constante
yp(z) = A(z) - cos(z), yp(x)=A'(z): cos(x) — A(x) - sin(z),
yp(x)+tan(x)-y,(z) = sin(2z) = A'(x)-cos(z)—A(z)-sin(x)+tan(x)-A(x)-cos(z) = sin(2x)
& A'(z)-cos(z) =sin(2z) & A'(r) =2sin(z), A(r)= —2cos(x).
yp(z) = —2 cos?(z).

* La solution générale de I’équation différentielle inhomogeéne s’écrit comme somme de la
solution particuliére et de la solution homogéne :

y(x) = =2 cos®(xz) + A -cos(x), x € Diyan, AER.

o Une autre méthode : résolution & ’aide du facteur intégrant

1

Le facteur intégrant s’écrit : ef tan(@) dr — = Incos(z) — .
cos(x)

L’équation différentielle devient :

1

' (z sin(z) ~y(x) = - sin(2x 1 ~y(x / = 2 sin(x
cos(x) y(@)+ cos?(x) y() cos(x) (22) & [cos(a:) y( )] 2 sin(z)
& cosl(a:) y(w) = —2cos(x)+ A &  ylx)=—-2cos’*(x)+ A-cos(x), € Dian.

e Solution définie par la condition initiale

La condition initiale définit une unique solution :

y0)=1 = —2cos’(0)+A-cos(0)=1 = A=3.
La condition initiale définit non seulement la constante A mais aussi le domaine de définition de

la solution :

)

y(r) = —2 cos*(x) +3-cos(z), z€]—

[.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide ®
de auto-multiple-choice.

[SIE
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Baréme : 6 points

+x Une méthode : 4 points
o 1,5 points pour résoudre 1’équation homogeéne
o 2 points pour la solution particuliére
o 0,5 point pour 'expression de la solution générale

% Une autre méthode : résolution a 'aide du facteur intégrant : 4 points
o 1,5 points pour calculer le facteur intégrant
o 1,5 points pour utiliser le facteur intégrant
o 1 point pour conclure

* 2 points pour la solution correspondant a la condition initiale
o 1,5 points pour la constante A =3
o 0,5 point pour le domaine de définition de la solution

b) Les solutions de cette équation différentielle sont constituées

cos(x)

* d’une solution particuliére de I’équation inhomogeéne : y, =

% et de la solution générale de I’équation homogene : yy = Ae® - cos(2z) + Be® - sin(2z) .

La solution générale de 1’équation homogéne décrit une oscillation, donc le discriminant de I’équa-
tion caractéristique est négatif et les solutions de cette équation caractéristique sont deux nombres
complexes conjugueés.

Si A=uxiv, alors yg = Ae"® - cos(vz) + Be"" -sin(va), on en déduit donc que u =1 et
v =2 et que les zéros du polynéme caractéristique sont A =1+ 2.

Le polynome caractéristique s’écrit donc : [A — (1 —2i)][A — (1 +2i)] = A2 —2X+5.
On en déduit I’équation homogene associée : y”'(z) — 2y'(z) +5y(x) =0.

L’équation différentielle inhomogéne a pour forme y”(z) —2y'(z) + 5y(x) = r(z) et elle est vérifice

par y(z) = Cozﬂ, on en déduit r(zx) :
() = COSQ(x) S ) = _sm2(x) S ) = _0052(1‘)
y'(z) =2y (z) +5y(z) =r(z) = _cos2(a:) +sin(z) +5 cos2(a:) =r(zx) & r(z)=sin(z)+ 2 cos(x)

L’équation différentielle linéaire inhomogéne du deuxiéme ordre a coefficients constants est donc :
y"(z) —2y'(z) + 5y(z) = sin(x) + 2 cos(z).

Baréme : 4 points

1 point pour identifier la solution homogeéne et la solution particuliére

1 point pour déterminer les zéros du polynome caractéristique : A =1+ 24
1 point pour donner I’équation homogéne

EE N

1 point pour donner I’équation inhomogéne

*

1 point pour calculer y/'(z) et y”(x) et essayer de remplacer dans y”(z)+py'(x)+qy(z) = r(x)

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,9, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



BN B BEN +3/25/40+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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EPFL

Enseignants : Friedli, Maatouk, Woringer
Math 1B - MAN
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Durée : 180 minutes

Student Four

SCIPER : 444444 Signature :

Indications

Durée de I'examen : 180 minutes.

Posez votre carte d’étudiant sur la table.

Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page.

Ce document est imprimé recto-verso, il contient 28 pages.

Ne pas séparer les feuilles.

Laisser libres les cases a cocher : elles sont réservées au correcteur.

La réponse a chaque question doit étre justifiée et rédigée a ’encre sur la place réservée a
cet effet & la suite de la question.

e Si la place prévue pour une question ne suffit pas, vous pouvez demander des feuilles sup-
plémentaires aux surveillants. Chaque feuille ne peut étre utilisée que pour cette seule
question. Il convient de coller I’'un des codes-barre fourni en haut de la feuille

supplémentaire et 1’autre, identique, en bas de la derniére page de la question.
e Les feuilles de brouillon sont & rendre mais ne seront pas corrigées ; des feuilles de brouillon
supplémentaires peuvent étre demandées en cas de besoin auprés des surveillants.
e Aucune documentation, ni machine & calculer ne sont autorisées.
e Veuillez signer votre examen.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Trigonométrie circulaire

Formules d’addition :

sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosx siny cos(x 4+ y) = cosx cosy — sinx siny

tanx + tany
t =
an(@ +y) 1 —tanz tany

Formules de bissection :

1 —coszx 14 coszx 1 —cosx
2 2 2
sin’(§) = — cos’(§) = — (%) = eos
Expressions de sinz, cosz et tanz en fonction de tan(3)
, 2tan(%) 1 — tan?(%) 2tan(%)
sinx = 5 cosx = T tanx = 5
lthan (5) 1+tan (5) 17tan (5)
Formules de transformation somme-produit :
cosz + cosy = 2 cos(ZEY) cos(5Y) cosz — cosy = —2sin(£EY) sin(2;Y)
sinz + siny = 2sin(ZHY) cos(5Y) sinz — siny = 2 cos(“EY) sin(%5Y)
Trigonométrie hyperbolique
Définitions :
xr _ ,—T x —T r __ —x
sinhx = c-c coshx = cre tanhz = £ ¢ cosh? z —sinh®z = 1
2 2 er +e~®
Formules d’addition :
sinh(z + y) = sinhz coshy + cosh x sinhy cosh(z + y) = coshz coshy + sinhz sinh y
tanh z + tanh y
tanh(x =
(@+y) 1+ tanhx tanhy
Formules de bissection :
coshz — 1 coshz 4+ 1 coshz — 1 sinh
inh?(2) = ———— h?(2) = >~ "~ tanh(Z) = =
sinh™(3) 2 cosh™(3) 2 anh(3) sinh coshz + 1
Dérivée de quelques fonctions
f(z) f'(x) f(z) f'(@) f(z) f(x)
. 1 h h h 1
arcsinz | —— sinh z coshz argsinhzr | ——
V1— 22 8 V1+ 22
1 . 1
arccosx | ———— coshz sinh z arg cosh z
V1—a? § z?—1
1 1 1
tanhz | ———
arctan x T4 a2 cosh2 = arg tanh 1.2
t ! h 1 th !
arccotr | —— r | ——— argcothe | —
1+a? cothr sinh? & 1—a?

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 1 : Cette question est notée sur 9 points.

(o [ Rl Ll Ll [l ]l Réservé au correcteur

a) Donner la définition de lim f(z) =L, LeR.

+
I—>IO

1
b) Montrer a l’aide de la définition que lim =0
z—0+ In(z)

c¢) Calculer la limite suivante :  lim 1/In*(z) + 1 -sin ( 1 )
z—0t In(z)

Corrigé

a) Par définition, lim f(z)= L si et seulement si
Tzl

Ve>0, 36>0 telque zop<z<zo+d6 = |f(x)—L|<e.

Baréme : 2 points pour la définition correcte

b) Soit £ >0 donné. Montrons qu’il existe 6 >0 tel que 0 < < =

1
W*O’<€

1
—0| < =4 <
In(z) ‘ c In(z) c
o —— o (5<1, In(2) <0)
——<c n(x
In(x) ’ -
& In(z) < -2
n(x ——
€
S O<ax< e_é, car exp est strictement croissante.

1
e

Donc tout § <e~=, (§ <1), convient.

Baréme : 4 points

1 point pour la contrainte définie par &
1 point pour In(z) < 0

1,5 points pour 0 <z <e~
0,5 point pour donner §

EOE S
-

1 1
. 2 . Qi _1 = i 2 : i =
C) a}i%h_ In (CL‘) +1-sin (ln(z)) wllj{)l+ In (.’L‘) +1 ]n(x) > car a:hjg"' IH(I) 0,

1 1
. . — o . 1
= Jim, [ n(2) |- 1+ In(z) S, () -1+ 55 In(z)’

car sur un voisinage A droite de x =0, In(z) est négatif.

D’autre part, la fonction +/z est continue en z =1, donc on a

. 2 : 1 — lim — 1 _
Jim, /(@) +1-sin (i) = lim, —\/1+ gy = 1.

Baréme : 3 points
% 0,0 point pour constater que cette limite est une FI de type "oo - 0"
% 1 point pour gérer le sinus : sin(y) ~y (y — 0) ou lim, o # =1
* 1 point pour sortir In(x) de la racine
ES

0,5 point pour conclure

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,8, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 2 : Cette question est notée sur 9 points.
Réservé au correcteur

[l [l lds Ll [l

Chaque boite B, est un parallélépipéde rectangle dont la base est

On empile des boites By, By, Bs,. ...
(8>0).

un carré d’aire A,, et dont la hauteur est h,, n € N*
A
ona A, = 7" et hpi1 = Bhn

On suppose que A; =4, hy =1 et que pour tout n > 1

) Calculer la valeur de 8 pour laquelle le volume total de la pile est égal & V =6
calculer la hauteur totale H de la pile.

b) Pour la valeur de [ trouvée en a),
) Pour quelles valeurs de [ la pile a-t-elle un volume total fini et une hauteur totale infinie 7

A
U2=A2'h2=71'5h1=1)1'§,

Corrigé
) Soit v, le volume de la n—iéme boite v = A1 -hy,
2 n—1
B B p .
v3:v2~§:v1- 5 , ottt Up =V - 5 , n €N,
k—1
Soit V,, le volume de ’empilement des n premiéres boites : V,, ka = Zvl [f}
k=1 k=1
L’expression de V,, est le terme général d’une série géométrique de premier terme v; = 4 et de
raison r = g :
81" 51"
5] 1_[5} 1_{5}
[

k=1

On exige que cette série géométrique converge
(B €]0,2[) et dans ce cas, on a

C’est le cas si et seulement si |r| = 5
o0 k-1 2 B 4
7 _ . B _ . B B B ] = 1o
V—nh_{I;OVn—B1 2[2} By |:1+2+[2} +|:2:| + ] 1_ﬁ 1_ﬁ
k=1 2 2
4

et qu’elle converge vers V =6 : B
T2

Baréme : 5 points
* 0,5 point pour vy, 0,5 point pour v, 1,5 points pour wv,

* 2 points pour 'expression de V

x 0,5 point pour f
n n
s H= Y= 3o
= =1

la hauteur de la pile constituée des n premiéres boites

b) Soit H,
L’expression de H,, est le terme général d’une série géométrique de premier terme h; = 1 et de

raison [ : n L_pn 1_g

H, =h - =l =
1 Zﬁ B 1= 5
k=1
1
=3.

2
Cette série géométrique converge car |5 = = < 1 et elle converge vers H = -5

Baréme : 2 points
* 0,5 point pour le critére de convergence

x 1,5 points pour la valeur de H

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide

o
de auto-multiple-choice.
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c) La série géométrique décrivant le volume de la pile converge si et seulement si 8 €]0, 2].
Celle qui représente la hauteur de la tour est de raison [, elle diverge si et seulement si |5] > 1.
Le volume total de la pile est fini et sa hauteur est infinie si et seulement si € [1, 2].

Baréme : 2 points
x 1 point pour la convergence du volume
* 1 point pour la divergence de la hauteur

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,8, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 3 : Cette question est notée sur 8 points.
(o [ hl kLl Ll [l Réservé au correcteur

1—+22 -1

Soit f définie sur [%, +oo[ par f(z) = 1
T —

,siz#1 et f(1)=-1.

a) Montrer que f est dérivable en xg =1 en utilisant la définition de la dérivabilité.
) si z2>1
b) On considére la fonction ¢ définie sur R par g(x) = J(@) -
ar’+b si x<1.

Déterminer les paramétres a,b € R de sorte que g soit dérivable en 29 =1.

Justifier rigoureusement votre réponse.

Corrigé

fA+h) = f(1)

a) La fonction f est dérivable en 2 =1 si et seulement si }llin% o existe.
—
1—/2(1+h)—-1
. f+h) - 1) +h—1__ (1)
lim —————~ = lim
h—0 h h—0 h
. h+1—+2h+1
= lim —————
h—0 h?
~ (h+1)%2 — (2h +1)
h=0 h2 (h+1+v2h+1)
h2
= lim
h=0 h2 (h+1++2h+1)
) 1
= lim ————
h=0 h+1++v2h+1
_ 1
2

1
La fonction f est donc dérivable en z =1 et f'(1) = 7
Baréme : 4 points

x 1 point pour le critére de dérivabilité
1 point pour écrire le rapport de Newton
1 point pour "amplification par le conjugué (ou BH)

* % ¥

1 point pour la conclusion

b) e La fonction g doit étre continue en zp=1.

lim g(z) =a+0, g(1)=f(1)=-1 et lim g(x)=f(1)=-1,

r—1— z—1t
car f est continue en x =1 car dérivable en ce point.

La fonction g est donc continue en o =1 siet seulement si a+b=—1.

e Etudions la dérivabilité de g en z =1:

* f est dérivable en @ =1 et f'(1) = 3, donc g est dérivable & droite en z = 1 et
gar)=3.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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* Sous ’hypothése de continuité de g en x =1, ona g(z)=ax’>+b si <1
g est donc dérivable & gauche en z =1 et ¢'(17) =2az| _, = 2a.
b= -1 =1
x g est dérivable en x =1 si et seulement si ot 1 & N 5

Baréme : 4 points
x 1,5 points pour la continuité
* 2 points pour la dérivabilité

* 0,5 point pour la conclusion
-, 7, alors arrondir le total & n+ 1.

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide

de auto-multiple-choice.
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Question 4 : Cette question est notée sur 10 points.
|:|0 |:|1 |:|2 |:|3 |:|4 |:|5 |:|6 |:|7 |:|8 |:|9 |:|10 Réservé au correcteur

Etudier les branches infinies de ’arc paramétré I' défini par

Corrigé
La trajectoire T' est symétrique par rapport a axe Oy, car x(t) est impair et y(¢) est pair.

On étudie les limites aux "points frontiéres" de Dger = R*.

e Lorsque t — oo, a(t) >0 et y(t) =0, en effet

lirin In [cosh (%)] =1In [limtﬂioo cosh (%)] =1In [cosh (limtﬁioo %)} = In[cosh (0)] =1In(1) =0,

t—=+oo
car les fonctions cosh et In sont continues.
Le point courant M (t) tend vers (0,0), 'arc I' n’admet pas de branches infinies lorsque t — +o0.

Baréme : 1,5 points pour dire ce qui se passe lorsque t — 400

e Lorsque ¢t — 0%, x(t) = +oco et y(t) — +oo, on recherche une éventuelle asymptote oblique :

) sinh(%) . [_t%]
v g Y0 feosh ()] o oeen(y) -7
t—0+ x(t) =0t 1 i - Jlim

or lim e * =0, donc lim. [y(t) —z(t)] =In(5) = —In2.
Donc I' admet, lorsque t — 0T, une asymptote oblique d’équation y =z —In2.

Baréme : 6 points
* 1 point pour la limite de z(t) et de y(t)
* 2 points pour la limite de 1;’8
% 3 points pour la limite de y(t) — x(¢)

e Par symétrie, I' admet, lorsque ¢ — 07, une asymptote oblique d’équation y = —x —In2.

Baréme : 2,5 points pour refaire la méme chose ou pour utiliser la symétrie de la trajectoire T’

Remarque : si le total des points est n,5 pts, n=20,1,---,9, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 5 : Cette question est notée sur 7 points.
(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur
On considére la fonction f définie par
Vel
f(x):/ e Ut at z>0.

N

Déterminer z de sorte que f(x) soit maximale. Justifier rigoureusement votre réponse.

Corrigé
On étudie le signe de la dérivée de f(x).

. . .« . p— 2
Soit G(t) une primitive de g(t) = et 75t

fl@) =Gz +1) - G(Vr)
On en déduit l'expression de f'(z) :
fx) = [6Wz+1)-G(Wa)]

= GCWz+1)-(Vr+1) -G W) (Vo)
1 1
= 9(\/54‘1)'%—9(\/5)‘%
_ 1 [e—(ﬁ+1)2+5(\/5+1) _ e—a;+5\/5]
NG
L o E-145VF45  —at5VF
20z [e ¢ ]
—x+5/x
e +5Vx {6_2\/5‘*‘4_1] .
2\
e—x+5\/§

2V

672ﬁ+47120 & 672ﬁ+421 & 672ﬁ+4260 & —2/r+4>0

Le signe de f/(x) est égal au signe de [e_2ﬁ+4 — 1} car >0, Vo >0.

car la fonction exponentielle est croissante,
ffz)>0 & =2y2+4>0 & x<4.

Signe de f'(z) :

>~

x‘O

I
7@) f0 -
\
La fonction f atteint donc son maximum en x =4.

Baréme : 7 points
* 1,5 points pour écrire f(z) al’aide d’une primitive de e
x 1,5 points pour la dérivée de la fonction composée
x 1,5 points pour factoriser f’(z)
« 1,5 points pour étudier le signe de f’(x)
*

—t245¢

1 point pour le critére du maximum et la conclusion

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

® Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 6 : Cette question est notée sur 8 points.

[l [l Ll ldalds [l [l

Réservé au correcteur

Déterminer ’ensemble des primitives de la fonction f définie par

4e* — 5
f@) = e2r —2er + 5
Corrigé
1
e Changement de variable : wu=¢€", du=e"dz, dr = —du.
u
4e” — 5 du—>5 1 du—5
—dr = | ———— —du= | ——————du.
/62“’7261+5 v /u272u+5 u /u(u272u+5) "
e Décomposition en éléments simples
du—5 A Bu+C
_—— == —— A B,CeR.
u(u®—2u+5) u  u?-2u+5
————
A<O
Recherche des coefficients A, B et C
o par évaluation :
x multiplication par z, puis évaluationen z=0: A= -1,

* multiplication par x, puis t —>o00: A+ B=0, B=1,

x évaluation en =z = +1 : A—i—% :—i, c=2.
o ou par identification :

du—5 _é+ Bu+C  AWw?—2u+5)+u(Bu+C)
w(u?2—2u+5) u  u?-—2u+5 u(u? —2u+5) ’

du—5 (A+ B)u? + (C —2A)u+5A A+B=0 A=-1
~ = . C-24=4 & { B=1
u(u? —2u+5) u(u? —2u+5) 5A— 5 C_o
_ 4w-5 1, ut2
u(u?—-2u+5) u u2—-2u+5’

e Intégration de 1’élément simple de deuxiéme espeéce

u+2 1 2u-—2 N 3
w—2u+5 2 u2—2u+5 u2—2u+5’

3 3 3 1 3
avec

1
_ _° 3 .
W-2uts (-1 +4 4 (ah)Te1 2 (250)T 4

(u+ 2)du 1 / (2u—2)du 3 / 1 du 1 ) 3 »
5, F 5] 7 9. Fr 5| ootz =51 -2 5) + 2 arctan (2=1) + C'.
/U2*2u4r5 2 u2—2u+5+2 (uT_l)2+1 B n(u U+ )+2arcan(2)+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide ®
de auto-multiple-choice.



[ N N N +4/11/26+

e Conclusion

1
/f(x)dx:—1n|u|+§ ln(u2—2u+5)+g arctan (451) 4+ C,

1 x
/f(x)dx:_z+§ln(ezx—2€m+5)+garctan(e 1) +C.

Bareme : 8 points
% 2 points pour le changement de variable
x 2 points pour la décomposition en éléments simples
% 3 points pour l'intégration de ’élément simple de deuxiéme espéce
o 1 point pour la partie logarithme
o 2 points pour la partie arctangente
% 1 point pour le retour en z et pour la constante d’intégration C'

Remarque : si le total des points est n,5 pts, n=20,1,---,7, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 7 : Cette question est notée sur 7 points.

(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur

On considére le domaine D décrit ci-joint, limité par
l'arc d’ellipse T' d’équation z?+4y%> =4, >0, y >0, 1
et les droites d’équations * =2 et y=1.

Calculer le volume du corps de révolution engendré par
la rotation de ce domaine D autour de ’axe d’équation T

r=2.

Corrigé

La section de ce corps de révolution par le plan d’équation y as
y = yo, perpendiculaire & ’axe de rotation, est un disque 1
de rayon r =2 — x(yo). L’aire de ce disque vaut Yo 1 dy

A(yo) = mri=m 2 - 90(3/0)]27

avec  x(yo) = /4 —4yZ =2/1-43. 0 x(yo) ?

2
A(?JO)‘”PM] 4ﬂ[12m+1y8]’ | dy
A(%)47T{2y82ﬂ].  r=2—a(yo)

1 1
On en déduit le volume V' du corps de révolution : V = / Aly)dy = 47r/ [2 —y2—24/1— 92} dy .
0 0

1
Calcul de / v/1—1y2dy par changement de variable. On pose y = sin(t) et on obtient :
0

[SE]

13

1 Bl El 71 5(2 sin(2
/ V1—1y2dy = / cos(t) [cos(t)dt] = / cos?(t) dt = / 2t costzt) C;b( ) dt = % + bmi 2 ‘ =
0 0 0 0

0

1 1 371
V:47r/ [2—y2}dy—87r/ V1—y?2dy =4n [Qy—yg] —or? = 20%—2772.
0 0 0
Bareme : 7 points
x 3 points pour la modélisation
o 1 point pour le rayon du disque
o 1 point pour A(yp)
o 1 point pour l'expression de V'
* 4 points pour l'intégration
o 2 points pour 'intégration de la racine (ou argument géométrique)
o 2 points pour la conclusion

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a I’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 8 : Cette question est notée sur 7 points.
(o [ Rl Ll Ll [ [ Réservé au correcteur

On considére le domaine D du plan délimité par la droite d’équation = =1 et par les graphes des deux

fonctions suivantes :

f(x):%oln(x) et g(x):$~ln(:r+1), z>1.

a) Esquisser le domaine D (on ne demande pas une étude compléte des fonctions f et g).

b) Calculer 'aire A de ce domaine.

Corrigé

a) Ve >1, g(x)> f(z), lim f(z)= lim g(z)=0 et f(1)=0, g(1)=1In2.

r—+o0 r— 400

Y \\
In2f--------

Le domaine D est non borné.

b) Calcul de laire de ce domaine

L

+oo
A= [ lote) = f@))do = tim [ lg(e) — @) d

L—+o0o 1

Recherche d’une primitive de f —g:

1 1 1
9@~ s@)de = [ 5w+ )~ w@))de = [ 5w do= [ m[ie 2 de.
1 1 .
Et en posant w =1+ —, du = —— dx, on obtient
T T
1 1
= ‘In[1+ 1] de=— [ In(u)du,
que ’on intégre par parties :

/ln(u)du:/1~ln(u)du:u~ln(u)—/u-ldu:u-ln(u)—u—i—C.

T 1 U

/[g(x)—f(x)}dx=—(1+%)'[1n(1+%)—1]+0-

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Evaluation puis passage a la limite :

/1 [9(z) = f(z)]dz=—(1+ %) [In(1+1)—1]+2-[In(2) —1].

L

Ll_igl()o 1 [g(:ﬂ)—f(x)]dle[ln(2)—1]—LEr£w(l+%) . [ln(l—i—%) —1],

A=21In(2)—1.

Baréme : 7 points
x 2 points pour 'esquisse
x 1,5 points pour ’expression de A
x 2,5 points pour l'intégration
o 0,5 point pour la différence des logarithmes
o 1 point pour le changement de variable
o 1 point pour l'intégration par parties
x 1 point pour I’évaluation et le passage a la limite

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,6, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Question 9 : Cette question est notée sur 10 points.

(o [kl [l [l [l ][ [ ] Réservé au correcteur

a) Résoudre I’équation différentielle avec condition initiale suivante :
y'(x) + tan(z) - y(z) = sin(2z) , y(0) =1. (6 points)

b) Déterminer une équation différentielle linéaire inhomogéne du deuxiéme ordre a coefficients constants
admettant comme solutions toutes les fonctions :

cos(x)

y(z) = — + Ae® - cos(2x) + Be® -sin(2z), A,BeR. (4 points)

Corrigé
a) e Reésolution de I’équation différentielle sans condition initiale

o Une méthode

% Reésolution de I'équation homogeéne :  y/(z) + tan(z) - y(z) =0, = € Dyan
(

In|y(zx) :/—tan(m)dx:/_czisr(llj)dx, In|y(z)| =1n]|cos(z) |+ C,

y(x) = A-cos(z), Ae€R.
* Recherche d’une solution particuliére de I’équation inhomogeéne : variation de la constante
yp(z) = A(z) - cos(z), yp(x)=A'(z): cos(x) — A(x) - sin(z),
yp(x)+tan(x)-y,(z) = sin(2z) = A'(x)-cos(z)—A(z)-sin(x)+tan(x)-A(x)-cos(z) = sin(2x)
& A'(z)-cos(z) =sin(2z) & A'(r) =2sin(z), A(r)= —2cos(x).
yp(z) = —2 cos?(z).

* La solution générale de I’équation différentielle inhomogeéne s’écrit comme somme de la
solution particuliére et de la solution homogéne :

y(x) = =2 cos®(xz) + A -cos(x), x € Diyan, AER.

o Une autre méthode : résolution & ’aide du facteur intégrant

1

Le facteur intégrant s’écrit : ef tan(@) dr — = Incos(z) — .
cos(x)

L’équation différentielle devient :

1

' (z sin(z) ~y(x) = - sin(2x 1 ~y(x / = 2 sin(x
cos(x) y(@)+ cos?(x) y() cos(x) (22) & [cos(a:) y( )] 2 sin(z)
& cosl(a:) y(w) = —2cos(x)+ A &  ylx)=—-2cos’*(x)+ A-cos(x), € Dian.

e Solution définie par la condition initiale

La condition initiale définit une unique solution :

y0)=1 = —2cos’(0)+A-cos(0)=1 = A=3.
La condition initiale définit non seulement la constante A mais aussi le domaine de définition de

la solution :

)

y(r) = —2 cos*(x) +3-cos(z), z€]—

[.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide ®
de auto-multiple-choice.

[SIE
INE
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Baréme : 6 points

+x Une méthode : 4 points
o 1,5 points pour résoudre 1’équation homogeéne
o 2 points pour la solution particuliére
o 0,5 point pour 'expression de la solution générale

% Une autre méthode : résolution a 'aide du facteur intégrant : 4 points
o 1,5 points pour calculer le facteur intégrant
o 1,5 points pour utiliser le facteur intégrant
o 1 point pour conclure

* 2 points pour la solution correspondant a la condition initiale
o 1,5 points pour la constante A =3
o 0,5 point pour le domaine de définition de la solution

b) Les solutions de cette équation différentielle sont constituées

cos(x)
2

* d’une solution particuliére de I’équation inhomogeéne : y, =

% et de la solution générale de I’équation homogene : yy = Ae® - cos(2z) + Be® - sin(2z) .

La solution générale de 1’équation homogéne décrit une oscillation, donc le discriminant de I’équa-
tion caractéristique est négatif et les solutions de cette équation caractéristique sont deux nombres
complexes conjugueés.

Si A=uxiv, alors yg = Ae"® - cos(vz) + Be"" -sin(va), on en déduit donc que u =1 et
v =2 et que les zéros du polynéme caractéristique sont A =1+ 2.

Le polynome caractéristique s’écrit donc : [A — (1 —2i)][A — (1 +2i)] = A2 —2X+5.
On en déduit I’équation homogene associée : y”'(z) — 2y'(z) +5y(x) =0.

L’équation différentielle inhomogéne a pour forme y”(z) —2y'(z) + 5y(x) = r(z) et elle est vérifice

par y(z) = Cozﬂ, on en déduit r(zx) :
() = COSQ(x) S ) = _sin2(x) S ) = _0052(1‘)
y'(z) =2y (z) +5y(z) =r(z) = _cos2(a:) +sin(z) +5 cos2(a:) =r(x) & r(z)=sin(z)+ 2 cos(x).

L’équation différentielle linéaire inhomogéne du deuxiéme ordre a coefficients constants est donc :
y"(z) —2y'(z) + 5y(z) = sin(x) + 2 cos(z).

Baréme : 4 points

1 point pour identifier la solution homogeéne et la solution particuliére

1 point pour déterminer les zéros du polynome caractéristique : A =1+ 24
1 point pour donner I’équation homogéne

EE N

1 point pour donner I’équation inhomogéne

*

1 point pour calculer y/'(z) et y”(x) et essayer de remplacer dans y”(z)+py'(x)+qy(z) = r(x)

Remarque : sile total des points est n,5 pts, n=0,1,---,9, alors arrondir le total & n+ 1.

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.
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Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



H BN BN ER | +4/18/19+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



BN N Bl B +4/19/18+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



B NEE EEE +4/20/17+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



N N N EEEN +4/21/16+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



[l HNE [ | +4/22/15+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



[l NN . +4/23/14+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



(HN ([ +4/24/13+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



H BN BN e +4/25/12+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



[N N [N . +4/26/11+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



[N N NN +4/27/10+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



H____HEEE BN +4/28/9+

Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés a ’aide
de auto-multiple-choice.



