Analyse A Mise a Niveau, EPFL
Série 03: Méthode de preuve

Ex-03-01: En utilisant la méthode directe, démontrer les propositions suivantes :

a) Si n est un nombre pair alors n?+ 1 est impair.

b) Si n est un nombre impair alors n? — 1 est pair.

¢) Si n est un nombre impair alors n*+ 2 est impair.

d) Si n est un entier positif alors n? —n est pair.

e) Si n est un entier positif alors n3 —n est un multiple de 3.
f) Si n est impair alors il existe k¥ € N tel que n? =8k +1.
g) Soit a € N, si a n’est pas un multiple de 3 alors a®+ 2 est

un multiple de 3.
h) Si m est pair ou n est pair alors m?+n? est impair ou m?+n? est un multiple de 4.

i) Soit m € N, si m est la somme de 5 entiers consécutifs alors m est un multiple de 5.
Peut-on généraliser cet énoncé & la somme d’un nombre quelconque d’entiers consécutifs ?
Justifier la réponse par une démonstration.

j) Soient A et B des sous-ensembles de F :
AUB=ANB = A=2B.

Ex-03-02: Ecrire ’énoncé contraposé des théorémes suivants (on ne demande pas de démons-
tration).

a) Soient ABC un triangle et D le milieu du c6té AB.
Si E est le milieu du coté AC alors DE est parallele a BC'.

b) Ya,be N* si a ou b sont pairs alors ab est pair.

c) Ve eR, 2(z—3)>0 = z<0oux>3.

d)Ver eR, 22-1<0 = z<letz>—1.

fy vn,meN, m4+n=0 = m=0etn=0.

gy Vn,meN, (im=0oun=0) =m-n=0.

)
)
)
e)Vn,meN, (n<3 et n<3) = m-n#l5.
)
)
h)

VaeR, (Ve>0, |a|<e) = a=0.

Ex-03-03: Démontrer par la contraposée les théorémes suivants :

a) Vn,m €N, m-npair = m est pair ou n est pair.
b) Vn,m € N* m" impair = m est impair ou n est impair.
c) Vn,meN, (m +n? est impair ou m?+n? =4k k € N) = m est pair ou n est pair.
d) Vn, m e N*, m?—n? nest pas une multiple de 8 = m est pair ou n est pair.

e) Sin? est un multiple de 3 alors n est aussi un multiple de 3, n étant un entier positif.
fy ANB=0) & ACB.

gl ACB & E=AUB.

)

h) VA B,C C E, (ANB) C C = Ca(C) N Cp(C) = 0.
(CA(C) est le complémentaire de C' dans A).



Ex-03-04: En utilisant la méthode par ’absurde, démontrer les propositions suivantes :

a) Si x est irrationnel et y rationnel alors = +y est irrationnel.

b) Va € N*, si a®>+2 est un multiple de 3 alors a n’est pas un multiple de 3.
c) VmneN, m<3etn<3 = m-n#15.
)

d) Soient A et B des sous-ensembles du référentiel FE.

VABCE AcCB= AUZB = E.

e) V3 est irrationnel.
Indication : utiliser que si n? est un multiple de 3, alors n est un multiple de 3. (la preuve
se fera plus loin)

Ex-03-05: Soit la proposition T suivante :
T: VmneN, n#0 = m+ nvV/2 est irrationnel.

a) Démontrer la proposition 7T par 'absurde.
b) Enoncer la contraposée C de la proposition T'. C est-elle vraie?
¢) Enoncer la réciproque R de la proposition T et la démontrer par la méthode de la

contraposeée.

Ex-03-06: Ecrire la négation des propositions P suivantes.
Dans le cas ou la proposition est fausse, donner un contre-exemple.

a) VreR, 22=9 = z=3.

b) Vo,yeR, 22 =¢y* = z=y.

c)VzeR, <2 = 2<0.

d) VzeR, zeR = 2€Q.

e) ViER, 22° =8 = vz =20uz=—-2.

f) Vinym)eN?*, n+m=0 = n=m=0.

g) V(g 0) eR?*, a<b = Jre Q,a<z<b.

h) Un nombre est irrationnel lorsqu’il s’écrit comme produit de deux nombres irrationnels.
1)

i) a et b étant irrationnels, leur quotient est irrationnel.

Ex-03-07: Démontrer par récurrence :

a) VneN: S,=1+2+43+---+n=3n(n+1).
b) VneN: S,=24+4+6+---+2n=n(n+1).
¢) Vn e N*: Sn:12+32+52+--~+(2n—1)2:—7L(2"_1§(2”+1).
d) VneN: S,=2+4+6+18+---+2-3"1=3"—-1.

€

2
VneN*: Sn:13+23+33+_,.+n3:<n(n2+1)> '

f) VneN: S, =3+32+3%4+...43"=3(3"—1).

n(n+1) n+l -
h) Ve N : S, =12—-22 432 — ..+ (=1)""n? = 3(=1)""n(n+1).

)

)

g) VneN: S, =L+ L4 4L —-n
)

) Vn e N*: 5745 <50,

i



j) VneN: 10" — 1 est un multiple de 9.
k) Vn e N: 22" 42 est divisible par 3.
) VneN et n>6: 2">6n+7.
JVneN et n>4 : 2" <nl.

)

VneN et n>7: (%)n>n.

m

n

2n)!
o) VneN* : ﬂ < 9%n-l
nln!

p) 3*" +1 est un multiple de 7 pour tout n impair et n > 1.



