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4.3.0 Intro:

Dans & on a un commentrésoudre du

equations du type
2 =w ou we K

Rappel Exire w =[1, 0]:
puis z ={(Y, +2], kroni

*:2 =8i =[2]

z ={[2, +2*],k=0,23
h=0, = 02p =1+i

h=1, - z, = -1+i

k =2 3π => zz = -zi,

En falt zu
=
w =0 2+W - 0

me

eton a n racines *polynogre
un

complexes pour ce polyne. de



an ensemble are 2

4.3.1 Definitions tois + etx

/(A,t,x,0,1)
Ref:Soit A un anneau "commutatif)

(ex:A =2, R,R, K sont desceaux)
e

corps

et Xune indétermine (variable)

Un polyse a coeff, dans A en X

etp(x) =anx" +an-x+... +9,x +96.1
T q

on ait Ai =o...., n
xt xo

cad p(x)=aix
i =0

on note

A[x] ={pK)/p polymorease
lens, de tous les pol. âcoeftdans A.

Sur A[X] on définitune structure dameau

+etacomme sult



1) P(x) +Q(x) so faltleftpar coeff
max(n,m)

Zaix"+Ebix"=2 (aitbi) x"
i=b i=0 i=P

2) P(X).Q() se faiten imposant

<4 m =
1k+m

puis en distribuant sur les sommes

Rem A2x] estun an, pour cas operations-

0 =le poli nul. -Helen neutre pour t
1 =le pol, constant 1 = leten, neutre pour I

Det Pour PC AEx] - 903, on pose-

deg(P) =max, i =N/ a: 03
on P(X)=29ix"

s'apelle la degré de P

(si P =o on pose deg(x) = - 5 Gientif



*:3x1 = RX] de degrez

**- RI) dey. 4

(Inotpar un polymore(
x3 +12x+1 - RE) dey 3

iX - 1e ¢X] deg 1

rech: Les pol. de degre o sortles constants

(non calle)
ex de produits:
me

(x2+ 12x + 1)(x2- (2x +)
en -

-R(x) -(RTx)

=x4x2 - x3 -4x2 -Ex
+2 +4x +1 =
x+1c 4k)

Ren xit n'a pas de sol sur-

par contre on part factoriser
ce pol

en prod. de 2 pole de degre 2.



Def unpol. PCAK] (ron constant)-

estallreductible sur A s'il existe

a,R =A[x] tq
0 < deg(a) <deg(P)

P
=ARet ar E et

0 <deg (R) < deg(P)

On alt ge estreductible s'il nat

par reduchble sur A
JurA
-

cad si P = QR t deg(q) =deg (P)I ou I
deg(P)

ben:On a tjs
· deg (P+) = max(dy(P), deg(a)]

· deg(Pq) =deg(P) +deg (a)
-rais' A estun aps p.ex:ou un anneau

integre



X:of les constantes ne sontpas treduchbles

1) les pol. de degré 1 sonttjrs Brückutible

*3x11, - i
-

CREX] -KIx]

2) PCB =x
2
+3x+2 =(x+2)(x+1)

idwetible sur 2

3)PK) =x+ 1 product. Sur I

mais rekuchble sur C

P(x=x4) =(x- i)(x +i)

4) x4- 1
=
(x21)(x

2
+1)

=
(x-1)k+1)(x1)
-

factorisation

F(x-1)(x+1)(x- i)(x+i) en fach
irreduchble

sur K ↑ sur A

la facten
induelibles sur K.

Ret sur 4on role par z la variableI au lien deX. I



Ren les polyrines reduchbles-↳ sontles "nombres premiers S
despolyrônes

4.3.2 Racines (Eros) et factorisations

*:Trower découp. en fact irréductible

de P(z) =zY- z-27 -1

sur IRIE] et sur KE]
astuce

P(z) =zY - (2+2z+1) =2" - (Et1)
Identite remanra
-
=> (z- (z+1) (2+2+1) =(z

2
z- 1) (2zH)

a-b= (a-b)(atb) *
degrez

/irreductibles

p,(z) =z-z - 1 sur C

A =5 21,2 =
1 - I5 2 rache vetelle-

2

P,(z) =(z - E)(z - (5)=
décomp
sur I



Pz(z) =2+z+1 1 =-3

W1,2=
- 1I

dicomp
2 ↓ surC

Pe(z) =(z - (13i)) (z-(1))
Ainsi

P(z) =(z - EY)(z- )(2++1)

⑭dicomp. en fact Irred. sur A

N
P(z)=(z-)(z- 155)(z - (-1i))(z-(-27)

Ren on va vir ge ji ZofA-

est ta P(70) =0, dors

79 +Alz) +q

P(z) =(z-z0) Q(z).

donc trouver des races est utile pour

factoriser des polynores.



Ine:A=anneau commutatif

(Fex: R, M, K(

Soit P(-ATX] acc deg(P)? 1

et ecotA. Alors il existe un unique

polycone FC) -> A (X] tel que

P(X) =(A- xco)F() +P(x0)
etE deg(F) =deg(P) - 1

Remdef:Le nombre Ploco) est appelé le
-

reste de la division de P par X-x,

dem et schema de Hörner:

Posons P(X)= anx+..taxtax 9itA

on derete F()=b_x +brzx-t...+bxtbo
t-9 P(x) =(A-x0)F(x) +P(x0)

done PC)=(X-ccob (by-X
-+... + b,x+b) +P(0)

volt
A
=br

-
X" +(bn

-z
-obn

-) x**+...
poligromiale



...
+(bo-bec) X + Plecol-ecob

on egale les coeff, de cas 2 polynones: on a

an=bu-

an-1 -bu-z-bobn-1

an-z =bn-3-obn-z
:

a
=
bo - xb,

Go =P(x) - xobo

=>en lisantde haut en bas et de date a gande

but =an

br-z= An-1 telobn =An-+20an

bn
-=an-zobn-z =An-z+an-,4+9n

:

b, =Ge +b24
bo =a, +b,xo
P(x0) =Go +boeco cqfd,



Schenre de Hörner

an an-1

Ibricio)"Iaao
deP

olo 30
bn-Co b,do Ibo

coeft

- A 6 t

bu-l bn-2/bn-3 bo/PPb)

*:Diviser P(X)=x+ 7x2+ 45-12 par 5-1

3 az an ap 60 =1

1 7 4 -12

3=1 I 1 I 8 I 12
118/12/0
be b, bo Pko) =reste =0

cad P(X) =(x-1) (x
2
+8 x+ 12)
-

=(x- 1)(x +6)(x+2)P
[ +a)(x+b) =x(a+b)x+a)bI



Rem donne
-:
le the preced.

1) 6 estracine de PIX) (EdP(b)-0)

30 P(X) =(A-10) FIA

cad P estdivisible par X-As

2) sil existe n =N-10) eta put F()

1
-qP( =(x-x>"F(x)

et F(e(6) =O
alors on ditque so estune racine d'orden

du polyre P de multipliciton

3)un polyröre de degré n, a au plus
n radies distinctes
[teros)

problème: - Commenttrouver les racir?
. Existe-t-il tjrs des reines ?

zoS



4.3.3 Theoreme fondamental de Idlgabre
creale)

the (Cauchy-Artin)
Toutpolyrime on constantpt ([E]
admetau moins une race complexe
ad 5Zo t ¢ +P(E)= 0.

Corollaire:

Les polymères irréductible de 42z]
sontles polyrones de degré 1.
etX P(E) -> DCE) ares degt?1

7n =deg (P) nombres complexesZs...,Int K

et 25 K

t-q P(z) =d(z-z)(z-zz) ... (z- zn)

le zi sontles racines dePIfactorisation
totale

dans K
1

cron rece destinds)
complete

Donc toutpol.de degre n? 1 possede



n racines (complies avec lew multipeldto).

Corollaire:

Si P(z) -> MCE] polynôme riel

alors, par le the precedent, Izo t ¢

t-q PCZ0) =0. Alors Eo est auss)

rache de P i.e P(55) =0.

etdonc estdivisible par

(z- z0)(z - Eo)

cad P(z) =(z-z0) (z- zo) Q(E) 9(zG[E]
-

pol. réel aussi!

en effet (7-z0) (7-E0) =2- 10tEo) z +tZo

=
z- 2Re(t)2 +1Z02
- e

Et E

temo sur demande)



Corollaire:SiP(z)
=
az+bz+c

alors P(z) posside
ab, ctR ato

.
soit deut racines relles, distinctes en confondes

.
soitderacines von vielles, conjugnies lar

de l'autre

Thin:Toutpoly. P() -> M(x) degP ?1
sect conne

P(x)
=

a(X- x)" ...(X-xpP(x2x +8,...at
arec. aGRA

· :racines réelles distinctes
en part awar

. ni ordre des rachis elles (M. Hier

· (i,Wil tous diff taq Ai = "- 48: 20
· m; - i

· R,+et+Mp +2(m,t ... +ma) =deg(P).



: Decomposer factoriser

PK) =X4+1 en fact Nredsur
sur K

rach dans K:
mer

x4+1 =0 Vox" = - 1

Forte polaire X =[r,0]

x*=[rY,48] =- 1 =[1,x +h2x] h+2

=X =[1, +h] k=0,1,2,3.

S =(,} da K.

s
E
-

x=(x -()(x- x))(x-)(-)
-en en

= (x2- (x +1)(x2(x +1)



↑dicop en fact. Drück
Sur R.

Rappel:(X-a)(x-b) =x2-(arb)5 rab
Formules deVete

pour le degré2

Formules de Viete:

SoitP(z) =6(z=z) (z=zz) ... (z- zn)

2,7i +4
etsilt P(z)=an zu +En- zV +.. taz +90

Alors: ai +K

a =an (banal)

an-1

I
Z, tZzt... tzn =

-

an

47zz,zzt ... +2 =2zizj -(1)2
1ic] In

-

z,z2...zn =(-1)"



: P(t) =ayz" +9,20 +azz2+a,7 +90
P(z)

=ay(7- z,)(z-zz)(z-zz)(z-z4)
alors

2 +zz+7 +74 = - Eu
2,t +7,2 +2,4 +2 +24y1zzzy=I2,7273+ 7zzy +zzy7y +274 --

zzzzzz =
dembr eso: pour n=3..


