
Cours 9

Chap. 4: 29.04.24

les nombres complexes Analyse A

laka imaginaire) (6.Favil
Intro:
u

Problème de: - 1 n'estpas un carré dans

consequence:certaines eq. n'ont pas de sol.m

p. ex x
2
+1 =
0

~1550:Ferrari-Cardai:formules pour

"imaginaires"leg, des site
etgare
digre

~1800:Gauss.Enter FE,..,

"plain complexe"

il y a 4 façon d'introduire les nombres complexes
----

1. terra-terre I vous

2. via les matrice 2x2 [

13. viales polycines ME] modulo ect(

14. via la construction de Carley-Dideson (1979



Introb) (G.Favi) Regerdous
-

2 ={(8
-)(a,b=(y =Mx2()

Sous-aus. de Mexe ()

tout sim 7- C slicritcomme

z =(54) =(88) +(5)
=>a(bi) +b(i)
~w

:=I
ketämneutre
pour la

mult. matricelle

i==(P) arotation autour de (0,0) Ialangle I

onai = (iö)(,j) =(11) = - 1

Rem C est un sous-anneau de Maxzl)-i
cad si an,tzt u alors titzet e

-7,7zz C



84.1 Forme cartesienne

Définition Herre-a-terre)

o Noly posons

D =(z =a+ib/a,b= (r]
qu'on appelle ens, des nombres complexes

(imaginationsS
la forme, z: atib est la forme cartesence de z

Le nombre a =Re(t) = la partie vielle dez

12 ↓I b
=Im (z) =1Il imaginaire det

de sorte z =Re(2)+iIm(z)

et z =z(dans K)
M
V

Re(z) =R(2)

etE
Im(z) =Im(z')

. Pour Et K, on dira ge a est imaginaire

si Re(t) =0. (Ainsi z =ib)
pur



. Zestréel pur si Im (7) =0

(z =aact)

· Nt:i = (ib/be) =imaginales purs
R=(a +io/aGR] =rels purs

Rem o estimaginaire pur cetteC- etréel pur stel C
Ainsi IR 2 K inclusion

a 15 ati.0

54.1.2 Identification entre
D etR2

Vz=atib = Dcorrespond à un point

P(E) =(a,b) -H

4 -R
a+ib r (a,b)

arib et(a,b)

sa cette identification on parte du plan complice
on plan de Gauss



Defi pour z=atib_D. On bose

E=a - ibe e

c'est le conjuguede z.
Grom, il correspond an syretrige de Z

par rapport àl'axe des rel (purs)

raph: iA

i
⑳ .

z =a+ ib

⑳ ↳"
T =-i ~ Es a- ib

*:i =ai =0 - 1i =- i

en terres matriclelsfou 2 =(5), E =(-ba) =25S
↑

transpose
or E



Rem Pour z-Don a

2 AR FO z
=E

z -iR 5=2 =
- E

S, 4.1.3 Opérations sur K

Structure de cops commutatife

*z =atib a,a,bbt r on pose
z=atibl

Ame: 2+z':(a+a) +i(brb!)

cad Re(2+2') =Re (2) + Re(z')
2EIm(2+2) =Im(t) + Im(z)

addition coup par composante

(correspond à l'addition matricedes



Produit- z.z' =(a+ib).(a) +ib!)

babl +il(ab')
cad De(z.z') =be(2)Re(z') -Im(E)Im (z))

&IIm(z-z) =Re(2) Im (2) +Re(5)ImA
en terres matricels c'estjuste la multiplica
matrichelle uswelle:

Labb) -ab-bal(5) (sâ?) =(ab aal-bbC
e -

z z

Ren similitude avec les formules pour-I cos(n+B) et sin (2 +B)

inrülbis):nI



Produits particuliers:Pour z=Grib t K
et 1 = R

,
ds

· Az =xa +i1b chonttitie par un viel)

·iz
=i(a+ib) =ia +i(ib)

=ic +b =
ia - b

1= -bria
e

· z =z.z =(a+ibib)
=> aiab + ibati2

e 2
- b

- al-b +izab

Re:I corregond a (0,1) et

on a bien i.i =10,1). (0,1)I
-1 0

I=0.0-11 +(0.111.0) [
- -

I iz =
-b +id

Mult. par I
&

2 =atib
E &

E ↳

rotation I & ↑

d'angle



Rem:Das K to identités remarquables
-

restent valables

(z +z)2 =2 +222 + 2
2

(2 +2')"...

(2 +z's
=

--

- I
-

-2

*:(1+i) =1 +2i+ L = 2i

Ansi:D estun creamcommutatif

E t, se distribuent)cid L

o l'Eg. zi=-1 admet

2 solutions -i
-- i



Proprietes- pour z,z'E 4on a

1. Re(z) =2 + E
,
Im (2) =EE

2 zi

2. E =z

3. Re(E) =Re(2), Im(E) =- Im (z)

4. ZTE =E +E

5.Ez'=E. El

6. 2.E
=
bez) +Im4z) =afb2

7.z =E ( Im12) =0

E
=
-z (0 Me(z) =0 (dem:Verstrate

Intgionetrique:me

a) E =synethlae de z por âlae ox

b) eq.
dote verticale

attente
c) eq. dite horiz. y = b Im(z) =b



Ezzzib
z-E =zi
I b ↑

-
y =b 8

a

&

E
=0
I

z+E =zu
⑰
L

x=a

Ref:F z =atib -> K, lernodule dez

note (2), estle nombre

IEEE =v=Ee+Im(E

de sorte ge IzzE S
Geom. 1z) =tu distance de (0,0) an point-

Fatil
P(z) =(a,b)



*:+isn (8) ER

(2) =kotM)==1
Na

*cercle unite.

pem: enterresmatriciels

2 =(5â) = =(bâ) detâ
↓
â+b20)z.E =(yâ)(B) =)0abb

de sorbe
ge 171 =vâl(

Proprietes du module:
Iz,x, tu a K

· (Re(t)) = (7) et(tm(7)/ [ 1E)

·(z) =IE1

. siz fo, dors I existe dans K



+ pieds. E =ER
· (2,.zz) =(2). 122|

() = i (s) zz70)
122|

· (z, +z2) = (z,) + (z2) (inegalltetilengelate

Re:Area as operations

(4,+,.) estun commutetif

· o =otio (Et rente pour t

·-z = -a- ib (opposépour t

·1 =1 +1.0 (E). neutrepour as

. siz70, z= arib (i.(a,b) * (0,0))

dors = A=a
Certedels 2" = (5)

-

mercial 3



l'existence de limerse dans K peret de

dütthir la division, pour zzt (-(0)

tz,z- z.1zz
2-i*:Ers: siz-Bi

-

7. (2-Bi)
=2-i

22 +13
-

et donc (2+3i)
- 1

=EbiE C

Remarque:
en

On a ajoute à"les racines cartes de -1
N

cad 41 i) et ceci donne les forme
de Viete pour toutpol. de degre deux.



The Crète pour K). Pour 4,b, c ¢, AFO

lequation az2+bz +c =0

a comme ens. Solution

S
=(-bt 3

on S-4 tg =1 =

b24ac

*: x4x
=
0 A =1- 4 =-3

8 =i

crifie g= -3

5
-(-i

Encore mbx. On poura resoncte des Equationse
de degren quelonge

x1291= 1- pesside 1 501

ders He

ec=1 peseiden sol Ipossede 1291
M n-polyy. sol, dans K
We



⑤4.1.4 Puissances & racines

Ref:Pour 2 Ketn = N-10)

on pose 2 =z .
... z

-

n facteurs

et si zt0 on a les exposants rigabits

2
=1,2 =En .....,* -1z zu

au les regiles usuelles

↳M(zu = z

n +mz.zw =z

ex . 2023 . 2020

-i W -L-(1,505448
(i,i=-,i =-i,i =1)a prisme

506
. 2024
L =(4) =1.



ex:(+is" =(1+i)
2
(1+i)2 =(22) (22)

=> 4i2 = - 4.

(1+i)=(1+ i)* (1+ i)"=16

Bt:Solt zoK etneN-101.

Toutnombre we ¢ qui crie

w
=2

s'appelle un racine nère de 7

E:i et-I sont les a radies zenesde=1

es:racines cubiques de -1:
wi = - 1 (0 w3+ 1 =0

-1 estrache .on peutdirlser WHI per wH
eudente

civision polyconiale
↓

-> wB+ =(w + 1)(w2w+ 1)

solde W2w+1
=

0 par
Vete



on
8 = -3W1,2 =18
8
=
i

=1
et on Trifie ge

(3) =(1=35:-35)
=-1

cas particulier. Zadies caries dans 4

Dow E=atib

On cherche tous les w =d+i
tqw =z

(0 (2 +i) =a +ib

8a2-B +iza =a +ib

22-B =a
O (za =b en part. Sign (d) =sign(b)



permarquons aussi ge 1W4 =IW=d
donc on doitmar

24=x5 =(z)

donc w=z = I
-2a

syn(b)

22=b (sgn(02)- I

12=V

a pas tropdar!
*

:raches carrées de i

w =2 +i +qw =i

2- B =0 =
R(i) a=

I 22+B =1 =(i) E 22- 1
sgn(d) =sgn(b) =1 sqn(a) = 1

E
2= -t a =t=
22= =>D

2
=
-1 =

syn(t) =1 iz



=> w
=II

Il cours 9
-

(Sanles -> Bets2201 pour le groupel


