Analyse A Mise a Niveau, EPFL
Série 08: Formules trigonométriques

Ez-08-01: En utilisant les formules trigonométriques, calculer sans machine les valeurs
suvantes :

a) cos(1z) c) tan(33)

b) sin({5) d) tan(%)

—_

®[3

a) En utilisant les formules d’addition, on obtient un résultat de forme plus agréable qu’en utilisant
les formules de bissection.

e

e Décomposition de 15 en une somme de deux valeurs remarquables

fm_dmtdm _dm dm_m,™
12 12 12 12 3 4°
e Calcul de A = cos (?)
A cos (%
s s Y
cos (§ + ) P ()
cos (%) cos (g) — sin (%) - sin (%)
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b)e Décomposition de {5 en une différence de deux valeurs remarquables
T _47r—37r_47r 37T_7T T
12 12 12 12 3 4
e Calcul de B =sin (%)
B = sin (%) 14
= sin (5 —7)
= sin (%) cos (%) — oS (%) sin (%) B P (%)
X
_ V3 V2 1 V2 0
2 2 2 2
_ V2 (v3-1)
4
On constate que B = —A. On aurait pu le vérifier directement :

B:sin(%):sin(%—g) SID(E—%):—COS(FI):—A.




c)e Décomposition de %r en une somme de deux valeurs remarquables

51_37T+27T_377F+277T_E+
12 12 12 12

S

e Calcul de C = tan (%r)
C = tan (%)

= tan(} +7) C

tan(%) + tan(§)
1 —tan(}) tan(g)

1+ 3
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d) Ne pouvant pas décomposer g en une somme ou une différence de deux valeurs remarquables,

on utilise les formules de bissection.

P (%) appartient au premier quadrant, donc tan (Z) est positif.
/4 1 — cos (%)
D = tan (g) = tan (T) =+
1+ cos (%) v
1= J2—2
2 ) .
14+ 2 2+V2 P (%)

Et en amplifiant, sous la racine, par le conjugué du dénomina-
teur, X

CJe=vEr 2-v2| 2-vE 0
D= 1-2 2 N~ =v2-1.

Exz-08-02: En utilisant les formules de transformation somme-produit, factoriser puis ré-
soudre les équations suivantes :

a) sin(3x) + sinz = sin(2z) c) sin®(5z) = sin’x

b) cos(3x) + cos(bx) = cosx d) (14 tanx) [cos(7x) + cosx] =0

a) sin(3z) +sinz =sin(2x), Dger = R.

Factorisation



sin(3z) + sinz = sin(2x)

=
=
=
=

Résolution . )
sin(3z) + sinz = sin(2x)

4
e Résolution de I'équation sin(2z) =0
sin(2r) =0 < 2x=kn
o 2=
5

e Résolution de I’équation 2 cosx —1 =0

1
2cosx—1=0 < cosxzi

< CcoSx = CoS (%)

kelkZ.

2 sin (2512) cos (2272) = sin(2z)
2 sin(2x) cosx = sin(2x)
2 sin(2z) cosz — sin(2z) =0
sin(2z) [2 cosz — 1] =0.
sin(2x) =0
sin(2z) [2 cosz —1] =0 < ou
2cosz—1=0
Y
PGP
P(0
O

Lo
N

N x:j:g—i-%ﬂ, kel. P P(=3)
k
On en déduit 'ensemble solution : S = {277 , —g + 2k, g +2km, k€ Z} .
b) cos(3z) 4 cos(bx) =cosx, Dger =R.
Factorisation
cos(5z) + cos(3z) = cosz & 2 cos (2E) cos (273L) = cosw
& 2 cos(4x) cosx = cosx
< 2 cos(4x) cosz —cosz =0
< cosz[2cos(dr) —1]=0.
Résolution cosz — 0
cos(3x) + cos(bx) =cosz & cosx[2cos(dx)—1]=0 < ou
2 cos(4x) —1=0
e Résolution de 1’équation cosz =0
cosx =0 & ng—i—lm, keZ.
e Résolution de I’équation 2 cos(4zx) —1 =10 v
1
2cos(dr) —1=0 < cos(4x) = 5
& cos(4x) = cos (5)
T @) X
& dx = :I:g + 2km w
m km
- 0T Z.
S o B + 5 ke
D’ott ’ensemble solutio S ik T +k7r 7r+k7r kel
1 I’ensem ution : S =1 — s )
2 12 27 12 27



c) sin?(5x) =sin’x, Dger = R.

Factorisation

sin?(5z) —sinz =0 < [sin(5z) — sinz] - [sin(5z) +sinz] = 0
< [2 cos(3x) sin(2z)] - [2 sin(3x) cos(2z)] =0
< [2sin(3x) cos(3z)] - [2 sin(2x) cos(2z)] =0

< sin(6z) sin(4x) = 0.

Résolution

sin(6z) =0
sin?(5z) =sinz < sin(6z) sin(4z) =0 < ou

sin(4z) =0

e Résolution de ’équation sin(6x) =0
sin(6r) =0 < 6x=km
Y
&S = ke , kel.

6

e Résolution de I'équation sin(4x) =0 \"/
sin(dr) =0 < 4oz =kr

. /A\

On en déduit ’ensemble solution :

S:{kﬂ k—ﬂ, keZ}

—+ o, s+, ke

6 4 56T 2 1T 3T

{kﬂ' ™ knm m kr w krm }

Remarque

On aurait aussi pu résoudre les équations sin(bz) —sinz =0 et
sin(5z) +sinz = 0 comme des équations élémentaires en sinus :
Sr = x + 2km

e sin(bz) =sinz & ou keZ <
St =m —x + 2km

e sin(bx) = —sinz < sin(bx) =sin(—z) &

d) (1 +tanz)[cos(7x) +cosz] =0, Dgef=R\{Z +kn, kecZ}.

1+tanz =0
(1+tanz)[cos(7x) +cosz] =0 <& ou
cos(7x) 4+ cosx =0



e Résolution de I'équation 1+ tanx =0

l+tanz =0 < tanx = tan (—%)

s r=-"4kr, keZ.
4 Y
e Résolution de I’équation cos(7x) + cosxz =0

cos(7x) +cosz =0

< 2 cos(4x) cos(3z) =0 \ /
cos(4x) =0 ou cos(3z) =0 / \

i3

& 4w:2+k7r ou Bx:g—i-kw
T kmw T kmw
& T=—-+ — =—+—, kcZ.
x 8+ 1 ou x 6 3
Attention! Les valeurs x = ¢ + %”, k € Z ne sont pas toutes contenues dans le domaine de
définition.
s T km T 5T
S=<S—4+kr, —+—, —+kr, —+kn, keZ;.
{4+7T,8—|—4,6+7r,6—|—7r, € }
Remarque :

On aurait aussi pu résoudre l'équation cos(7z) + cosz = 0 comme une équation élémentaire en
cosinus :

cos(7z) +cosx =0 < cos(7z) = —cosz < cos(Tx) =cos(m —x) & ---

Ex-08-03: Résoudre les équations suitvantes :
a) sinz — V3cosx =2
b) sinz +2cosx =9
c) ‘/75 [sin(3z) + cos(3x) | =1
d) sin(2x) — cos(2z) +1 =0, —hr <z < =37

e) sin(5) +cos(5) =0, —r1<x<0

a) On se raméne a4 une équation élémentaire en sinus

Il s’agit de transformer I’équation sinz — V3cosz = /2 en une équation élémentaire de la forme

V2

sin(z + ) = —.
c
e Normalisation

Léquation sinz —v3cosxz =2 est dutype asinz+bcosz=p,
avec Va?+ b2 =2.

On divise les deux membres de cette équation par ce coefficient de normalisation :
. 1. 3 V2
sinz —vV3cosz=v2 < 5 Sin@ — - cosw = —-.

e Transformation

3 sinz — \25 cosx = ? & cos (%) sin z — sin (g) cos ¥ = @

& osin (:c— g) = sin (%)



e Résolution

:r:%r—i—anr ‘ 0 X
& Qo keZ. p (L)
1
r = S5 +2km
T 13w
=9 —+2kr, — +2k keZ;.
S {12+ T, 12+ T, € }

Ou bien on se raméne i une équation élémentaire en cosinus

Il s’agit de transformer I’équation sinz —+v/3cosz = v/2 en une équation élémentaire de la forme

V2

Cc

cos(z + ') =

e Normalisation

1 3
sinz —V3cosz =vV2 & 5 sinx — £ COST =

oS

e Transformation

1 V3 V2 V2

3 sinx — > cosST = > & osin (5)) sinx — cos (%) cosx =

< Cos (%) Ccos ¥ — sin (g) sinx = —

|

& cos (z+ %) = cos (37).
e Résolution

cos o+ §) = cos () i) ¥
v+ % =3T 4 2%kr
= ou
v+ T =—3T 4 2%kn De
P(_lfgr) ©
x =17 4 O%kr )
& ou kelZ. =P (55)
x=—4T + 2kn

117 T T 137

b)e Normalisation

e Transformation

Il existe ¢, tel que sin(yp)



1 2

— sinx + — coszx = —

5 V5

e Résolution

V5

< sin(p) sinx + cos (@) cosz =

Sle

& cos(x—¢) =

9 9
L’équation cos (x — ¢) = — n’admet pas de solution car — > 1.

V5

VB

(On aurait pu le constater dés I’étape de normalisation.)

¢) L’équation linéaire est déja normalisée.
e Transformation

o Transformation en cosinus

\f [sin(3z) 4 cos(3z) | =

o Transformation en sinus

V2

> [sin(3z) 4 cos(3z) | =

e Résolution

1

1

o Résolution de I’équation en cosinus

Cos (3x— %) =1

& 3x — = 2kn

SR

= 33::%4—2]@77

2k
& r={K+5, kel.

o Résolution de I’équation en sinus
sin (3:c + %) =1

& 3x+ 5 =75 +2kn
& 3x =7 +2kn

_ 2k
~ I’—%—FTW, keZ

d)e Normalisation

sin(2z) —cos(22) +1=0

e Transformation

2 2
\2[ sin(2zx) — TN cos(2x) = —

& sin (§) sin(3z) + cos (§) cos(3z) =1

& cos(S:z:—%)zl.

& cos (§) sin(3z) +sin (§) cos(3z) =1

= sin(Sx—i—%):l.

Y
P (%)
P (13
X
0
P (=%)
S={H+%, kei}

V2 V2 Ne
2

& 5 cos(2z) — 5 sin(2z) =
& cos (§) cos(2z) —sin (§) sin(2z) =

& cos (2:15 + %) = Cos (%) .

ol



e Résolution sur R

20+ 7§ =T+ 2km,
cos(2z+ %) =cos (%) Ty =13 T, ou

20+ 5 =—-7+2kn, kel

=
r=-%+kr, keZ
Y
e Résolution sur l'intervalle [—57, —37]
r=-57, rv=-4r—7, x=—4m,
r=-3r—7%, x=-3m. *47TX
1 1
S =4 —bm, —ﬁ, —4r, —ﬁ, —37 ;.
4 4 _
—4r — 4

e) L’équation sin (%) + cos (%) = (0 est une équation trigonométrique linéaire particuliére car le
terme constant est nul.

e Résolution sur R
o Premiére méthode de résolution

On utilise la technique de résolution des équations linéaires.

V2

Sin(%)—kcos(%)zo = ?Sin(g)—FQCOS(‘;):O
& sin(%%—%):()

+—=kn

il
4

o8

& x:—g—l—%w, keZ.

o Deuxiéme méthode de résolution

On se raméne & une équation élémentaire en tangente.
sin (%) +cos (%) =0 < sin(%)=—cos(%)
& tan (%) =-1, cos (%) #0

=-2 4 kn

o T
2 4

& x:—g—f—ZkW, kelZ.
Remarque :

les x vérifiant cos(3) =0 ne sont pas solutions : cos(5) =0 < sin(§) = £1.

o Troisiéme méthode de résolution

Les coefficients des termes en sinus et cosinus étant identiques (a = b), on peut se ramener a
une équation élémentaire en sinus ou en cosinus.



) + cos (%) =0 & sin (%) = —cos (%)

):—sin(

& sin (%) = sin (—% +

sin (

IME]

)
)

=—-5+§+2km, ou

& sin(

N8
I
vl

M

(SIS o

=7m— (=5 +3)+2kn

3
& x:7ﬂ+2k‘7r, kelZ.

e Résolution sur Uintervalle [—7, 0]

Il n’y a qu’une solution, S = {—g } .

Ex-08-04: Résoudre les inéquations suivantes :

a) cosz +/3sinz > 1

R

b) —\/§sin(2x) + cos(2z) < — Sr <z <67
x

¢) sinx > cosz , I<z<Z

a) On résout les inéquations linéaires comme les équations linéaires.
On se raméne 4 une inéquation élémentaire en cosinus

e Normalisation
1

1 3
cosz +V3sinz>1 < 2008x+\2[sinx>2.

e Transformation

1 3 1
— cosx—i—\g sinz > 5 & cos (%) cos T + sin (%) sinx > 3

& cos (a: — %) > %
e Résolution 1 - -
B & —§+2k7r<x—§<§+2k7r, keZ.
Y ) Y
P(3) P(3)

2
& 2km<x<§+2kw, kel S=|J]2kn, &+ 2%kn].
keZ




Ou bien on se raméne a4 une inéquation élémentaire en sinus

e Normalisation

1 3 1
cosa:+\/§sinx>1 & 2cosx+\2fsina:>2.

e Transformation

1 3 1 1
— cosaU—i—£ sinx > 5 & sin(%) COS X + cos (%) sinx > —

2 2
. x 1
= Sln(x+6)>*.
. . 2
e Résolution
. - 1 T T o7
sm(:n—l—g)>f & —+2%kn<zx+ =< —+42kr, keZ.
2 6 6 6
Y 2 Y
P(z+7T) PEE)
6 P(x)
P() P(%)
@) X
X
0 /P(O)
2
& %m<e<T42km, kel S=J]2kn, &+ 2kn].
kEZ

b) On se rameéne a une inéquation élémentaire en cosinus
e Normalisation /3 /3
3 1 2
—V/3 sin(2z) 4+ cos(2z) < —V2 & 5 sin(2z) + 5 cos(2x) < -

e Transformation

% cos(2x) — \gg sin(2x) < —\gi & cos (§) cos(2x) —sin (§) sin(2z) < —ﬂ
= cos(2x+%) < ?

e Résolution sur R

2 3 5
cos(2:v—|—’§)§—\2[ = %+2kw§2$+g§%+2l~m, keZ
51 117
= 12+2k7r_2x_ 12 + 2km
5w 117
— << — .
& 24+/<:7r_a:_ 2 + km
Y Y
P(%TW) P(iry P(x)
P(2x+ %) -
5 R / P(5)
@ 197 Q l X
P(-4) /
P(3) -
' [ (L)




e Résolution sur l'intervalle [5m, 67]

5 11 19 13
57T+§§£§57r+2—:, ou GW—TISxSGW—TI.
Y
O 6 g— 1257 131w
! 9 // "2 |
( 197
o= 13
r om — Tlll
c) Sur l'intervalle [7, 57”] , sinx et cosx sont de signes variables, il est difficile de se ramener &

une inéquation élémentaire en tangente ou en cotangente.

1l est préférable d’utiliser la technique de résolution des équations linéaires.
e Normalisation

V2

sinx >cosx < cosx—sinz<0 < 7cosx—7s1n1:§0.

e Transformation

V2

> cosx — 72 sinz <0 < cos (%) cos x — sin (%) sinz <0

REN cos(w—l—%)go.

e Résolution sur R

3
cos(a:—k%)go & g+2k:7r§x+%§§+2k7r, keZ

& %+2k7r§x§%+2k7r.

Y Y
- P(3) P(%)
P(z+T) P(z)
X 0 X
- (%) P(f)

e Résolution sur Uintervalle [g, 57”]



Ez-08-05:
Factoriser avant de résoudre ’équation et 'inéquation suivantes :

a) sin(2z) — 2cos?z + 2cosx = 0

b) cos(2x) +sinz 4 cosx >0, 0<xz<2r

a) sin(2r) —2cos?z +2cosz =0 <& 2sinz cosz —2cos’x + 2cosx =0

cosx =0 ou

& 2cosz (sinz—cosz+1)=0 < {sinx—cosx—i—l—o

ecosr=0 & z=35+kr, keZ.

V2 V2

e sinxr—cosx+1=0 <& TCosx—Tsinx:

V2
2

™ T i V2 TV — cos T
& cosycosx—singsinr =% <& cos(zx+ ) =cos]

v+ 5 =7 +2kn x =2km
= ou = ou keZ.
v+ 5 =5 +2kn r=—5+2knm

D’ou Sz{%%—kw, 2k, kEZ}.

b) cos(2z) +sinz +cosz >0, 0<z<2rm.
cos(2z) +sinz +cosx >0 <& cos?x —sinz + cosx +sinz > 0

< (cosx +sinzx) (cosz —sinx) + (cosx + sinz) > 0

< (cosz +sinx) [(cosz —sinz) +1] >0

cosz +sinx > 0 (1) cosz +sinz <0 (131)
= et ou et
cost —sinx+1>0 (i7) cosz —sinz+1<0 (i)

(i) cosx +sinz >0 <& ?cosx+§sinx>0

& coshcosx+singsing >0 & cos(z—F)>0




Résolution sur R :
m *%+2kﬁ<m—%<g+2kﬂ
o) —T 4+ 2kn < < 3 4 2%km. 0\0
\\(L/ Résolution sur [0, 27] : \ 2m
Si=[0, % [U]%

Z,Qﬂ']

(737) On en déduit I’ensemble solution de cosz +sinx < 0: Sy =] ?jf , %’r [.

(17) cosx —sinz > -1 <& gcosx—gsinx>—§

& cos%cosx—sin%sinx>—ﬁ & cos(z+ %)

V2
2 2

Résolution sur R :
—%f+2k7r<m+% < 3f+2k7r

-7+ 2kw <1 < 5+ 2km. 0

2
Résolution sur [0, 27] : 0 J T
Szz:[07 %[U]ﬂ-7277]'

(iv) On en déduit 'ensemble solution de cosz —sinz+1<0: S, =]5, 7[.

1

Et pour finir :

| | | |

Siw | | |

| | | |

| | L |

| | | | | |

Sii ¢ ? | ? : +

S; e : S | s
| | | | | | .

0 T 3m ™ T 2T
2 4 1

S=(S8NSu) U (SiuiNSiw)=1[0, Z[ U ]2F, n[ U ], 27] .

Ez-08-06: Exercice facultatif

Calculer la valeur exacte de cos(%”). En déduire la construction a la régle et au compas
d’un pentagone régulier inscrit dans un cercle trigonométrique.

Indication : poser x = cos(%Z o) et chercher une équation polynomzale satisfaite par x en

utilisant les formules trigonométriques pour exprimer tout d’abord cos( ™), puis cos( ™) de
deux maniéres différentes.

Posons = = cos(%) Par formule de duplication on a :

cos(%) =222 -1 et cos(%) = 2(202 —1)2— 1 =8z% — 822 + 1.
On sait par ailleurs que :

cos(82) = cos(2m — ) = cos(Z) = x.

On en déduit que x vérifie I’équation suivante de degré 4 :

8rt — 82 —x+1=0.




En fait, le raisonnement ci-dessus montre que cette équation est vérifiée par cos(a) dés que cos(4da) =
cos(a). En prenant o = 0 et a = %“ (pour lesquels 4o et « different d’un multiple de 27), on voit
que 1 et —% sont racines du polynéme ci-dessus. On peut donc factoriser ’expression ci-dessus par
(x — 1)(2x 4 1) pour obtenir :

(x—1)(2z+1)(4z> + 22— 1) =0
Comme x # 1, —%, on en déduit que x est racine du dernier facteur, ce qui conduit, par les formules

—1+5 N spe 27 : T
— - Il reste & remarquer que z est positif, car <& est compris entre 0 et 5, pour

de Viéte a4 x = =
—1+v5
T

conclure que z =

Pour la construction du pentagone régulier, on commence par construire un segment de longueur x
a la régle et au compas : pour cela, on construit deux segments de longueurs respectives 1 et 2 formant
entre eux un angle droit puis on fait apparaitre la longueur x sur ’hypothénuse du triangle rectangle
ainsi construit (qui mesure /5 par le théoréme de Pythagore).

P(%)
P(ir) |
0 — P(0)
P(6x)
P(%r)

On reporte ensuite la longueur z obtenue sur ’axe des abscisses du cercle trigonométrique donné,
afin de faire apparaitre le point P(%”) Les autres sommets du pentagone sont obtenues successivement
en reportant la longueur séparant P(0) de P(%F).



