Analyse A Mise a Niveau, EPFL
Série 06: Racine

Ex-06-01: Simplifier les expressions sutvantes ot p et q sont des nombres réels strictement
positifs.

o) A=[-p(-p)"] ", meL.
b) B=9/2pq+3~v/—16p>q+ /2¢

a) A=[-p(-p )" ™, mez
Travailler étape par étape en commencant par éliminer les parenthéses les plus extérieures.

Rappel de quelques propriétés : Vk,neZ, Vp,g e R,
* (p-q)" =p"-q", en particulier, (—p)" = (=1)"-p"
« (pF)" =p*", en particulier, (—1)2" = [(-1)4]" = (+1)" = +1.
A = [p(p )", mel

= (—p)7¥m . (—p7 272

_ (_1)—2m 'p_2m . (_1)—2m2 . (p—Q)—2m2
= p2m. p4m2 car —2m et — 2m? sont des nombres pairs
4m272m.

p

) B = 9/2p5¢+33/-16p3¢+ /2¢
Factoriser cette expression : dans les trois termes de B apparait la quantité ¥/2gq.

[9f+3@+1}
= q[9p +3pF+1]
[Bp
(3

B =

= ¥Y2q 2—-2(3p)+1]

= V7

p—1)°.

Ezx-06-02: Soit x € R*. Dans les cing cas suwants, déterminer si les deux erpressions
données sont égales. Justifier rigoureusement votre réponse.

W Aw) = VFTTTT el =14t
b) B(x)=sgn(z)vVab + 1 et b(z) =2 /1+ &,
c) O(z) = /' + 23 et clx)=xVT+1,

d) D(zx) =5 et d(z)=a2%|z],

¢) B(x)=Va® et elz)= 1.

On commence par se forger une opinion en comparant, par exemple, les domaines de définition ou
I’ensemble des valeurs des deux expressions.

Si les deux expressions semblent étre différentes, on cherche un contre-exemple & 1’égalité.

Si les deux expressions semblent étre égales, on tente une démonstration.



a) Les deux expressions ont méme domaine de définition Dy = D, = R*, mais elles n’ont pas
méme ensemble de valeurs : a(x) est toujours strictement positif, A(z) peut étre négatif.
On montre que ces deux expressions ne sont pas égales & I’aide d’un contre-exemple :

1
A(—l)z;\/xQ—l—:C—l—l =-1 et a(-1)=/1+1+%

r=—1

= +1.

r=—1

b) Les deux expressions ont méme domaine de définition Dp = D, = R* et méme ensemble de
valeurs : ImB=Imb=]—o00, —1[U]1, +o0o].
Montrons que ces deux expressions coincident sur leur domaine de définition.

sgn(z) Vab+1 = sgn(z) /a0 (1+ %)

= sgn(z) Va® \/1+ %
= sgn(z) |23 \/1+ &5
— sen(a®) o*] 1+ &

= & /1+%, VzeR.

c¢) Les deux expressions ont méme domaine de définition et méme ensemble de valeurs.

Montrons que ces deux expressions coincident sur leur domaine de définition.

Vat+z3 = a3 (x+1)
= Va3 Yz +1
= zvr+1, VreR".

d) Les deux expressions ont méme domaine de définition et méme ensemble de valeurs.

Montrons que ces deux expressions coincident sur leur domaine de définition.

Vab = /(a3)?

e) Ces deux expressions ont des domaines de définition différents.
On montre que ces deux expressions ne sont pas égales & ’aide d’un contre-exemple :

E(-1)=1 e —1¢D,.

Ex-06-03: Résoudre dans R les équations irrationnelles suivantes :

a) Vv—1?—zr+6=—(r+1),



b) $—2(1+\/m):1
2t —\/x—1-5

Rappel : /f=g<g>0et f=g2.

a) Comment se ramener & une équation polynomiale ?

On commence par déterminer le domaine de définition de cette équation.
Domaine de définition.

Dy ={z€R| —2a®>—2+6>0} .
—P—2+6>0 & 2’+r-6<0 & (r+3)(x—2)<0.

Dges = [-3, 2].

L’équation v —22 — 2+ 6 = —(x+1) n’admet d’éventuelles solutions que si —(z+1) est positif
ou nul.

Résolution de I’équation sur son domaine de définition.
o Cette équation n’admet d’éventuelles solutions que si —(z+1) > 0.
Condition de positivité :
—(z+1)>0 & z2z<-1 & z€]—-o00,—1]=Dpe.

o Pour « € Dger N Dpos = [—3, —1], on peut élever au carré :

V-2 —z+6=—(z+1) & —2’—z4+6=[-(z+1)]

& 2% 43r-5=0 & (2z+5)(x—1)=0

r=-3€[-3,-1],
- ou
r=1¢[-3,—1].
En conclusion : S = {-3}.

b) On commence par déterminer le domaine de définition de cette équation.
Domaine de définition.

Dot ={z€R|z—-1>0 et 2z—+Vz—-1-5#0}.
)zx—1>0 < =z €[l,+o0].

ii) Résolvons I'équation : x —1 =22 —5.
o Condition de positivité : 22 —5>0 < 2 € [3, +oo[.

o Pour € Dgsr N Dpos = [g , +00 [ on peut élever au carré :

r=2¢[3, +oo[ : & exclure
r—1=02z-5)?2 & 42> -212+26=0 & ou

=8¢l +oof

L’unique solution de 'équation vz —1=2x—5 est x=22,



En conclusion :  Dger = [1; %[ U ]14—3;4—00[.

On se rameéne & une équation irrationnelle élémentaire en amplifiant les deux membres de I’équation
par le dénominateur.

Résolution de I’équation sur son domaine de définition.

z—2(1+Vz—1)
20 —r—1-5

=1 & z-21+Ve—-1)=2x—+vVor—-1-5
& Vvr—1=3—-ux.

Cette équation n’admet d’éventuelles solutions que si 3 —x > 0.
Condition de positivité : 3 —2>0 <« x€ [1;3]= Dpos.

Sur ce domaine restreint Dger N Dpos = [1, 3], 'équation devient équivalente 4 :

r—1=0B-2? o 22-7z+10=0 < ou
z =15 : & exclure

En conclusion : S = {2}.

Ex-06-04: Résoudre dans R les inéquations suivantes :

a) x —3>Va?+ 3z,

Rappels :
e Vf<g&eg>0et f<g?
e Vf>g&g<Oou(g>0et f>g?)

a) Distinguer deux cas selon que x — 3 est positif ou négatif.
On commence par déterminer le domaine de définition de cette inéquation.

Domaine de définition.

Dyt ={z €R |2 +32 >0} =] — 00, =3] U [0,+o0].

Condition de positivité.
Dyos = [3,400].

Premier cas

Pour x € Dgge N ﬁpos, on a

Vaz+3z < z-3.
~— ~—~—
>0 <0

Sur ce référentiel restreint, 'inéquation n’est pas vérifiée, ’ensemble solution est vide : S; = 0.
Deuxiéme cas

Si @ € Dger N Dpos, les deux membres de 'inéquation sont positifs, on peut les élever au carré :



P2+3x<r—-3 o z24+3z<(z—3)?
& ?+3x<z’—6x+9
& 9 <9
&S <.

Sur ce référentiel restreint, ’ensemble solution est aussi vide : Sy = 0.
Conclusion

L’ensemble solution est la réunion des ensembles solutions partiels :

S=8USy=10.

b) Distinguer deux cas selon que 2 — x est positif ou négatif.
On commence par déterminer le domaine de définition de cette inéquation.
Domaine de définition.

2 (9
Ddef:{xeRny;Ao et %20}:}_00,_1[“0}”%&00[.
Condition de positivité.
Dpos :] - OO, 2]
Premier cas
SimEDdéfﬂﬁpos, on a
2 Q0 —
@5 o,
2(x+1) ——
—_—— <0
>0

Sur ce référentiel restreint, 'inéquation est vérifiée, I’ensemble solution est "l’ensemble plein" :
_ 5

S1= [ 2 +00 [ :

Deuxiéme cas

Si @ € Dger N Dpos, les deux membres de I'inéquation sont positifs, on peut les élever au carré :

22 (2x — 5)
& 2z +1) (2—2)2>0
2?2 (2r—5)—-202—-z)?(z+1)
= 2(x +1) =0
2 -8
r+1 =

x —2¢/2 -1 2V/2




Q>0 & =z [-2vV2,-1[U[2V2, +a].

L’ensemble solution est donc : Sy = ([-2v/2, —1[ U [2v/2, +00[) N Dagr N Dpos = [—2v/2, —1].
Conclusion

L’ensemble solution est la réunion des ensembles solutions partiels :

S=85U5;= [—2\/5,—1[U[%,—|—OO[.

Ex-06-05: On considére [’équation suivante :

\/\/x2—5x+4+5x—2 = 5.

a) Déterminer le domaine de définition de cette équation.

b) Résoudre cette équation sur son domaine de définition.

Il s’agit de résoudre une inéquation irrationnelle, puis une équation irrationnelle.

a) Domaine de définition.
Dyer = {xeR\x2—5x+420 et \/m+5x—220}.

i) Résolution de l'inéquation 22 — 5z +4 > 0.
2?2 -5x+4>0 & (x—1)(zx—4)>0, S; =]—00,1] U [4,+oo].
ii) Résolution de l'inéquation va? —5x+4 > 2 — 5z sur S;.
La résolution de cette inéquation dépend du signe de 2 — 5z.
o Premiercas: 2—bx<0etz €S << x€]2,1] U [4,+oo].

Sur ce référentiel restreint, 'inéquation est toujours vraie :

Va2 —5x+4 > 25z, S1=1]%2,1]U [4, +oo].
S—r ~——
>0 <0
o Deuxiéme cas: 2—-5z>0etz € S; & xe]—oo,g].

Sur ce référentiel restreint, les deux membres de I'inéquation sont positifs ou nuls, on peut les
élever au carré.

Va2l —-bx+4>2—-5r & :U2—5$—|—42(2—5:L‘)2

& 3z(5-82)>0 z € [0, 2],

€
d’on S = [0, g}ﬂ]—oo, %]: [0, %]
o Conclusion

L’ensemble solution de l'inéquation a2 —5x +4 > 2 — 5z est donc
Sii =S1 U Sy = [0, 1] U [4, +oo[.
iii) Le domaine de définition s’écrit :

Dges = Sis = [0, 1] U [4, +o0o].




b) Reésolution de ’équation sur son domaine de définition.

Les deux membres de cette équation étant positifs, on les éléve au carré.

\/\/x2—5x+4+5x—2:5 & Va2 —-5rx+44+5x—-2=25
S Va2 -—br+4=27—-5x.

L’équation vx?2 —5x+4 = 27— 5z n’admet d’éventuelles solutions que si

21-52>0 & x€]—00, %] =Dy

Pour @ € Dpos N Daer = [0, 1]U [4, 2] les deux membres de I'équation sont positifs ou nuls, on
peut les élever au carré.

Vi2—534+4 = 27T—52 & 22—5x+4 = (27— b)?
& 242? —2652+725=0 < @1 =5 ou wxp=12.

145 27
24 > 5

La solution x9 est & exclure car
La solution z; =5 appartient a [0, 1]U [4, 2] et donc

S={5}.

Ezx-06-06: Résoudre dans R les deux inéquations suivantes :

a) [3z—5—V—1?+z+42 | > —z+11— V-2 +z+42,
b) \Jr?— 3z +4| <z -—2.

a) Appliquer Iéquivalence permettant de résoudre les inéquations de type |f(z)| > g(x).
On commence par déterminer le domaine de définition de cette inéquation.
Domaine de définition.

Dot ={z €R| —2®+x+42>0} .
—2? 42442 >0 & —(z4+6)(z—7) >0 & =ze [-6,T7],

Dot = [-6, 7].

On résout l'inéquation |f(x)| > g(x) a laide de ’équivalence suivante :

f(z) = g(x)
|f(@)| > g(x) < ou Vo € Dget.
f(z) < —g(x)

Equivalence de résolution.

‘3:p—5—\/—x2+x—|—42‘2—x+11—\/—x2—|—x+42

3r—5—vV—-a24+x+42> -+ 11 —vV—x2 + x4+ 42
= ou

3r—5—vV-?+r+42< —(—zx+11 —V—a? + 2z +42)

4z > 16 (1)
~ ou

2046 <2vV-a?+zx+42 (2)



Résolution de I’'inéquation (1) sur Dges.

d2>16 < x>4, S =[4,7].

Résolution de I’'inéquation (2) sur Dges.

20+6<2vV-224+2x+42 < V—-x24+zx+42>x+3.

La résolution de cette inéquation irrationnelle dépend du signe de (2 + 3) : Dpos = [—3, +00].
a) 1+3<0 & wx€]—00,—3[=Dpos-

Pour x € Dger N Dpos = [—6, —3[ 'inéquation est toujours vérifiée :

V—x?+r+42 > x+3, Se =[-6, =3][.
— ~—~—
>0 <0

b) x+3 >0 <& z€ [-3,400[= Dpes-

Pour & € Dgsr N Dpos = [—3, 7] les deux membres de I'inéquation étant positifs ou nuls, on peut
les élever au carré.

V_xrl+x+42>2+3 & —a;2+:v—|—422(:1:+3)2 & 222 45:-33 <0

& (2z+11)(z-3) <0 & =ze [-4,3], Sy =[-3,71n[-4,3]= [-3,3].

¢) L’ensemble solution de 'inéquation (2) s’écrit :

Sy =S, U Sy = [-6, —3[U[-3,3] =[-6, 3].

Conclusion

L’ensemble solution est la réunion des ensembles solutions S7 et Sy :

S=5USy=[-6,3]U[4,7].
b) Résolution d’une inéquation de type +/f(z) < g(x).

On commence par déterminer le domaine de définition de cette inéquation.

On résout l'inéquation |f(z)| < g(x) al’aide de I’équivalence suivante :

f(z) <g(x)
|f($)| Sg(l') = et V& € Dyes.
f(z) 2 —g(z)

e Domaine de définition : Dger = {a: eR ’ 2?2 — (32 44/ >0 }

3z +4 < z? 2 —3x—4>0
3z 4+4) <2? & et & et
3x 44> —z2 22 +3x+4>0

(x—4)(x+1)>0
& et & z€]-oo,—1]U[4, 4o0].
reR (A<0)

Dgef = |—00, —1] U [4, +00] .



Distinguer deux cas selon que = — 2 est positif ou négatif.

e Elévation au carré
o Si z—2<0, alors y/2? — |3z +4| < z—2 n’admet pas de solution.

08i 2—-2>0 & x€[2,400[= Dpos.
Pour z € Dges N Dpos = [4, +00[, ona

V2 —3z+4| <z-2 & 22— |3x+4] < (z-2)2

& 22— 3r+4 <2*-4dx+4 & |3x+4>4r—4.

On résout l'inéquation |f(z)| > g(x) al’aide de l’équivalence suivante :

fx) = g(x)
lf(z)] > g(x) < ou V2 € Dgef N Dpos -
f(z) < —g(x)
e Résolution de I'inéquation |3z +4| > 4z —4
3r+4>4x -4 <8
|3z +4| >4 -4 < ou & ou & oz <8.
3r+4< —4x+4 7Tx <0

e Conclusion

L’ensemble solution est donc donné par 'intersection de I'intervalle |—oco, 8] avec DgerN Dpos =
[4, +oof.

S=1[4,8].

Ex-06-07: Résoudre dans R [’équation suivante par rapport a la variable x en fonction

du parameétre m :
V2(@2+1)=x—m, m € R.

Expliciter ’ensemble solution pour chaque valeur du paramétre m € R.

Reésolution d'une équation irrationnelle de type /f(z) = g(z).
La résolution de 'équation /2 (22 + 1) = —m dépend du signe de « —m.
e Domaine de définition

Dget = {x € R | 2(2* +1) > 0} =R.

e Condition de positivité

Cette équation n’admet d’éventuelles solutions que si
r—m>0 & x>m & Dy =[m,+oo].

e Equivalence
Sous cette condition, on a les équivalences suivantes :
22 +1)=z-m < 2@+1)=(@-m)? e 22+2mzr+2-m?=0.

L’existence de solution de cette équation du deuxiéme degré dépend du signe de son discriminant
A ou de son discriminant réduit A’.




e Existence de solution

L’équation du deuxiéme degré z2 4 2max 4+ 2 — m? = 0 n’admet d’éventuelles solutions que si
son discriminant est positif ou nul.

A=m?—(2-m?) =2m*-2=2(m*-1).
AN>0 & me]—o0o,-1]U|[1l, +0[= M.
Dans ce cas, I’équation du deuxiéme degré admet deux solutions :

r1=—-m—+/2(m?—-1) et my=-m++/2(m?—-1).

Les deux solutions x1 et zo del’équation du deuxiéme degré ne sont pas nécessairement solution
de I’équation initiale.
e Validité des deux valeurs obtenues

Les deux valeurs z; et xzo sont solutions de I’équation initiale si et seulement si elles vérifient
la condition de positivité. Par conséquent, pour m € M :

Da>m & -m—\2m2-1)>m <« /2(m>—1)<-2m.
Soit M; l’ensemble des solutions en m de cette inéquation.

La résolution de cette inéquation dépend du signe de —2m :
i) Si —2m<0etmeM < me [1,+oo[, alors My=190.

i) Si —2m>0etmeM << me |—oo,—1], alorsles deux membres de l'inéquation sont
positifs ou nuls, on les éléve au carré :

2(m? 1)< (—2m)? & m?>-1, My=]—-o00, —1].
iii) L’ensemble M est la réunion des ensembles solutions partiels :

My = My U My =] —o00, —1].

2) ;o>m & —m+/2m2-1)>m & /2(m?-1)>2m.
Soit Ms I’ensemble des solutions en m de cette inéquation.

La résolution de cette inéquation dépend du signe de 2m :
i) Si 2m<OetmeM << me]|—oo,—1], alors My=]—00,—1].

i) Si 2m >0etme M <& me [1,+4o00[, alorsles deux membres de 'inéquation sont
positifs ou nuls, on les éléve au carré :

2(m*—1)>(2m)> & m’<-1, Mai;=10.

iii) L’ensemble My est la réunion des ensembles solutions partiels :

My = My; U My =] — o0, —1].
En résumé :
o x1 est solution de I’équation initiale si et seulement si m € M; =] — o0, —1],
o xy est solution de I’équation initiale si et seulement si m € My =] —o0, —1].

e Conclusion

On explicite I’ensemble solution pour chaque valeur du paramétre m :



x i me]—oo,—1], alors S:{—m—\/Z(mQ—l),—m—i— 2(m2—1)},

x si me]—1, 400, alors S=0.

Ez-06-08: Exercice facultatif
Résoudre dans R [inéquation suivante par rapport a la variable x en fonction du
parameéetre m :

|22 —b5m?| < x—m, m € R.

Ezxpliciter ’ensemble solution pour chaque valeur du parameétre m € R.

Distinguer deux cas selon que = —m est positif ou négatif.
Domaine de définition :  Dgsr = R.

La résolution de cette inéquation dépend du signe de @ —m : Dyos = [m, +00].

e Premiercas: z—-m<0 < x<m@xeﬁpos.

Dans ce cas, 'inéquation n’est pas vérifiée

|22 —5m?| < x—m, S1=10.
——
>0 <0
e Deuxiéme cas (condition de positivité) : z—m >0 < x>m e 2 € Dpes.

Dans ce cas, les deux membres de I'inéquation sont positifs. L’ensemble solution ne change pas si
on les éléve au carré :

22 —5m2| < z—m < |22 —5m?| < (z—m)?.

On utilise ’équivalence :

f(z) < g(x)
lf(x)] <g(zx) < et V2 € Dgef N Dpos -
f@) 2 —g(x)

On résout cette inéquation a 'aide de I’équivalence suivante :

22 —5m? < (x —m)?
|2? —5m? < (z —m)? & et
22 —5m? > —(x —m)?

2mz < 6m?2
& et
222 — 2max — 4m? >0

mz < 3m? (1)
& et
2?2 —mz —2m? >0 (i)
2 dépend du signe du coefficient m.
Résolution de l'inéquation mz < 3m? sur le domaine défini par la condition de positivité Dyos =
[m, +o0].

La résolution de l'inéquation mazx < 3m

La résolution de cette inéquation dépend du signe du coefficient m .



Si=[3m, +00[ NDpes = [3m, +oo[N[m, +oo[ = [m, +0o0|
3 : : z
3m m 0
eSim=0: mz < 3m? < 0<0.
SZ':RQDPOS:RQR+:R+.
e Sim>0: mz < 3m? < z<3m
i=]—00,3m] N Dpos =] —00,3m] N [m, +oo[ = [m, 3m]
3 : : z
0 m 3m

Déterminer les deux racines du trinéme 2 — ma — 2m?, puis les ordonner.

Résolution de I'inéquation x? —ma —2m? > 0 sur le domaine défini par la condition de positivité
Dpos = [m, +00].

2 —mr—2m*>0 & (z4+m)(x—2m)>0.

Donc z est "al’extérieur" de l'intervalle dont les bornes sont —m et 2m. On explicite ’ensemble
solution S;; en fonction du signe de m :

e S5i m<0, ona 2m<0< —m:
Sii = (]—o00,2m] U [-m, +00[) N Dpos
= (]—OO,QT)’L] U [—m,+oo[) n [m,—i—oo[

= [-m, +o0]

eSi m=0, ona (x+m)(x—2m) >0 < 22>0.
Si=R N Dpos =R N Ry =R,
e Si m>0, ona —-m<0<2m:
Sii = (]—o0,—m] U [2m, +00[) N Dpoes
= (]—o00,—m] U |[2m, +oo[) N [m, +o0]

= [2m, o0



On en déduit 'ensemble solution S

(i) et (ii)

comme intersection des ensembles solutions des inéquations

e S5i m=0, alors S=R,.

S=5nNn5;.
e Si m<O0, alors S=[—-m, +oo].
1 1 1 x
m 0 —-m
e Si m>0, alors S= [2m,3m].
1 1 x

0



