Analyse A Mise a Niveau, EPFL
Série 03: Méthode de preuve

Ex-03-01: En utilisant la méthode directe, démontrer les propositions suivantes :

a) Si n est un nombre pair alors n*>+ 1 est impair.

b) Si n est un nombre impair alors n* —1 est pair.

c) Si n est un nombre impair alors n*>+2 est impair.

d) Si n est un entier positif alors n®> —n est pair.

e) Si n est un entier positif alors n® —n est un multiple de 3.
f) Si n est impair alors il existe k € N tel que n?> =8k +1.

g) Soit a €N, si a n'est pas un multiple de 3 alors a®+2 est
un multiple de 3.

h) Si m est pair ou n est pair alors m*+n? est impair ou m*+n* est un multiple
de 4.

i) Soit m €N, sim est la somme de 5 entiers consécutifs alors m est un multiple de 5.
Peut-on généraliser cet énoncé a la somme d’un nombre quelconque d’entiers consécu-
tifs ¢ Justifier la réponse par une démonstration.

j) Soient A et B des sous-ensembles de E :
AUB=ANB = A=0B.

a)

Démonstration par la méthode directe.
n est pair & dk € Z, n=2k

m est impair & Il € Z, m=20+1
Reférentiel : Z

Hypothése : n pair

Conclusion: 31 € Z, n?+1=20+1

Preuve :

n pair & dk € Z, n=2k

n?+1 = (2k)2+1
= 4k?+1
= 2(2k?)+1 : onpose2k’=1€eN
= 2l4+1 ou leN

Démonstration par la méthode directe.
n est pair & dk € Z, n=2k

m est impair < Il € Z, m=2[+1
Reéférentiel : Z

Hypothése : n impair

Conclusion : 31 € N, n?>—-1=2]

Preuve :




n impair < dk € Z, n=2k+1

n?—-1 = (2k+1)2-1
= 4k® 4 4k
= 2 (2k*+2k) : onpose2k?®+2k=1€cN
= 2l ou €N

Remarque : une autre preuve est aussi possible. Par exemple :
n?—1=Mm-1)(n+1)
n étant impair, n — 1 et n + 1 sont pairs donc leur produit est pair.

Démonstration par la méthode directe.
n est impair < dk € Z, n=2k+1
Référentiel : Z

Hypothése : n impair

Conclusion : 31 € N, n?+2=21+1
Preuyve :

n impair & dk € Z, n=2k+1

n?+2 = (2k+1)2+2
= 4k* +4k+142
= 2(2k®+2k+1)+1: onpose2k®+2k+1=1€N
= 241 ou €N

Démonstration par la méthode directe.
Factoriser n?2 — n et conclure.

Reéférentiel : N
Hypothése : n est un entier positif

Conclusion : 31 € N, n? —n=2I

Preuve :

n?—n=n(n-1)
ce qui est le produit de deux entiers consécutifs, donc I’'un des deux est pair. Le produit est donc
pair.

Remarque : une autre preuve est aussi possible. Par exemple par disjonction
de ’hypothése :

sin=2k: n?>—n=4k>-2k=2 (2k> —k) =2l

ou

sin=2k+1: n?—n=4k*+4k+1—-2k—1=4k*+2k =2l
Démonstration par la méthode directe.

Factoriser n® — n et conclure.

Référentiel : N
Hypothése : n est un entier positif

Conclusion : 31 € N, n3 —n =3I



Preuve :

n—n=nmn?>-1)=nn-1)(n+1)
ce qui est le produit de trois entiers consécutifs, donc 'un est un multiple de 3. Le produit est
donc un multiple de 3.

Remarque : une preuve par disjonction des cas de 'hypothése n’est ici pas adéquate.
Démonstration par la méthode directe.

n est impair & Al € Z, n=2l+1

Reéférentiel : Z

Hypothése : n impair

Conclusion : 3k € N, n?=8k+1

Preuve :
n impair & dl € Z, n=2[+1
n? = (21+1)
= AP +4l+1
= 4l(I4+1)+1 : orl(l+1) est le produit de 2 entiers consécutifs donc est pair
= 4-2k+1 : onaposel(l+1)=2k
= 8+1 ou keN

Démonstration par la méthode directe.
a € N n’est pas un multiple de 3

=

dkeN, a=3k+1 ou a=3k+2
Reéférentiel : N

Hypothése : a n’est pas un multiple de 3

Conclusion : a® + 2 est un multiple de 3

Preuve :

a n’est pas un multiple de 3
-
dkeN, a=3k+1 ou a=3k+2

1" cas:a=3k+1
a?+2 = (Bk+1)2+2
= O9k*+6k—+1+2
= 9k*+6k+3
= 3(3k?+2k+1)=3K ou K €N

= a2+ 2 est un multiple de 3.

2fme ag g = 3k + 2



a?+2 = (3k+2)2+2
= 9K2+ 12k +4+2
= 9k?+12k+6
3(3k%> + 4k +2) =3k" on k'€N

= a2+ 2 est un multiple de 3.

Au final, si a n’est pas un multiple de 3, alors a? 4+ 2 est un multiple de 3.

Démonstration par la méthode directe.

Il faut traduire correctement le "ou" de 'hypothése : seulement 2 cas sont & envisager.

Reéférentiel : 7Z
Hypothése : m pair ou n pair

Conclusion : m24n2=2k"4+1 ou m2+n2=4

Preuve :

1% cas : m et n sont pairs
m=2k et n=2[
n?+m? = 4k%+ 41
= 4 (K2+1%)
= 4I' ou I'eN

=  m?+n? est un multiple de 4.

2¢me cas :m et n ne sont pas de méme parité
Soit: m=2k et n=2p+1
m?+n? = 4> +4p>+4p+1

= 2 (2k*>+2p*>+2p) +1

= 2I'+1 ou l'eN

Démonstration par la méthode directe.

On additionne un nombre impair d’entiers consécutifs. Il est donc judicieux de les écrire en utilisant

des symétries par rapport au terme de rang milieu. Par exemple :

n—1, n, n+ 1 sont 3 entiers consécutifs.
Reéférentiel : N

Hypothése : m est la somme de 5 entiers consécutifs

Conclusion : m =5k, k€N

Preuve :

Soit 5 entiers consécutifs. On peut toujours les écrire de la maniére suivante :
n—2,n—1,n,n+1, n+2, n € N.

Par hypothése, m est la somme de ces 5 entiers consécutifs donc :

m=n—24+n—-1+n+n+14+n+2=5n <& m est un multiple de 5.
Si m est la somme de 2k + 1 entiers consécutifs, alors m est un multiple de 2k + 1
car



on écrit ces 2k + 1 entiers ainsi :

n—kn—-k+1, n—k+2, ..., n—2, n—-1,n,n+1, ... . n+k
et en les additionnant on obtient :

m= (2k+1)n < m est un multiple de 2k + 1

Par contre la somme de 2k entiers consécutifs n’est pas un multiple de 2k.
Un contre-exemple le montre.

j) Démonstration par la méthode directe.

e Montrer A=20 o montrer ACB et BCA
e ACB & Vee A, € B

Référentiel : E
Hypothése : AUB=ANBAB

Conclusion : A=B

Preuve :

ACB:

r€A = €A ou z€B
& e AUB
< € ANB
& zeAd et zeB
= z€B

BCA:

r€B = x€A ou xz€B
& rxe AUB
& rxeANB
& zeAd et z€B
= zxe€d

Ex-03-02: Ecrire l’énoncé contraposé des théorémes suivants (on ne demande pas de dé-
monstration).

a) Soient ABC' wun triangle et D le milieu du coté AB.
Si E est le milieu du cotée AC alors DE est parallele o BC'.

b) Va,beN*, si a ou b sont pairs alors ab est pair.
c) Ve R, z(x—3)>0 = x<0oux>3.

d) Ve eR, 2°-1<0 = x<letax>-—1.

e) Vn,meN, (im<3 et n<3) = m-n#15.
f)¥n,meN, m4+n=0 = m=0etn=0.

g)¥n,meN, im=0oun=0) =m-n=0.




‘ h)VaeR, (Ve>0, |a|<e) = a=0.

Déterminer 1’énoncé contraposé d’'un théoréme.
Soit le théoréme :

T : VxeFE, A = B
A est 'hypothése et B est la conclusion.

Son énoncé contraposé est :
C : VreFE, nonB = nond
non B est 'hypothése de C' et non A est sa conclusion.

Le référentiel du théoréme et de son contraposé est le méme.

a) Référentiel : Soient ABC un triangle et D le milieu du coté AB.
E est le milieu du c6té AC = DE est parallele & BC.

non B : DFE n’est pas parallele a BC
non A : E n’est pas le milieu de AC.

D’oit I’énoncé contraposé :
Soient ABC' un triangle, D le milieu de AB.
DE n’est pas parallele a BC' = E n’est pas le milieu de AC

b) Référentiel : Va,be N*

a ou b pairs = ab pair.

non B : ab impair
non A : a et bimpairs

D’oil I’énoncé contraposé :

Va,be N* : abimpair =« et bimpairs

c) Référentiel - Y € R
z(x—3)>0 = x<0oux>3

non B: >0 et <3
non A: z(z—3)<0

D’oil I’énoncé contraposé :

VeeR : z>0e 2<3 = 2z(x—-3)<0

d) Référentiel : YV € R
?-1<0 = ax<letz>-1

non B: x>1 ou z< -1
non A: z2—-1>0

D’oil I’énoncé contraposé :

VeeR : z>1ou a2<-1 = 22-1>0



e)

Référentiel - Ym,n €N
m<3 et n<3 = m-n#lbs.

non B: m-n=15
nonA: m>3 ou n>3

D’oil I’énoncé contraposé :

Vm,neN : m-n=15 = m>3 ou n>3

Référentiel - Ym,n €N
m+n=0 = m=0 et n=0.

non B: m#0 ou n#0
non A: m+n#0

D’oil I’énoncé contraposé :

Vm,neN : m#0 oun##0 = m+n#0

Référentiel - Ym,n €N

m=0 oun=0 = m-n=0.

non B: m-n#0
non A: m=#0 et n#0

D’oil I’énoncé contraposé :

Vm,neN : m-n#0 = m=#0 et n#0

Référentiel - YVa € R
(Ve>0, |lal<e) = a=0.

non B: a#0
non A: Je >0, |a|] > ¢

D’oil I’énoncé contraposé :

VaeR : a#0 = 3Fe>0, |a|>c¢

Ex-03-03: Démontrer par la contraposée les théorémes suivants :

a) Yn,meN, m-n pair = m est pair ou n est pair.
b) Vn, me N m" impair = m est impair ou n est impair.

c) Vn, meN, (m?>+n? est impair ou m*+n* =4k, k € N) = m est pair

ou N est pai.

d) ¥Yn,me N m?—n? nest pas une multiple de 8 = m est pair ou n est pair.

e) Sin? est un multiple de 3 alors n est aussi un multiple de 3, n étant un entier positif.

f) AnB=0 & ACB.
g) ACB & E=AUB.

h) VA BC C E, (ANB) C C = C4(C) N Cp(C) = 0.
(CA(C) est le complémentaire de C dans A).

Démontrer un théoréme en utilisant son énoncé contraposeé :



e on écrit ’énoncé contraposé C,
e on démontre C par la méthode directe.

Soit le théoréme : T : [Vn,m € N, P = Q]
et son énoncé contraposé C : [Vn,m € N, non@ = nonP|
Ces deux énoncés sont logiquement équivalents : C vrai < T vral.

a) Soit le théoréme T :
Référentiel : m,n € N
Hypothése P : m-n pair

Conclusion @ : m est pair ou n est pair

On écrit la proposition contraposée C' :

Référentiel : m,n € N
Hypothése non @ : m est impair et n est impair

Conclusion non P : m-n est impair

Preuve de la proposition contraposée :

m = 2k+1,keN
Par hypothése :
n = 214+1,1 €N

m-n=2k+1)-204+1) = 4kl+2k+21+1
= 22kl+Ek+1)+1
= 2K+1 ouk'eN

= m-n est impair.

L’énoncé contraposé C est vrai donc T est aussi vrai.
b) Référentiel : m,n € N*

Hypothése P : m™ impair

Conclusion @ : m est impair ou n est impair

On écrit la proposition contraposée :

Reéférentiel : m,n € N*
Hypothése non @ : m est pair et n est pair

Conclusion non P : m"™ est pair

Preuve de la proposition contraposée :

m = 2k, k € N*
Par hypothése :
n = 20,1 € N*



mh = (zk)Zl — 22[ . k2l
— 2(22[—1 X kQZ)
= 2K ouk =2%"1.k e N*

= m" est pair.

L’énoncé contraposé C est vrai donc T est aussi vrai.
Référentiel : m,n € N

Hypothése P : m? 4+ n? est impair ou m? +n? =4k, k€N

Conclusion @ : m est pair ou n est pair

On écrit la proposition contraposée :

Reéférentiel : m,n € N
Hypothése non @ : m est impair et n est impair

Conclusion non P : m?+n? est pair et m?> +n?#4k, ke N

Preuve de la proposition contraposée :

m = 2k+1, keN
Par hypothése :

n = 214+41,1 €N

m?+n? = 4k2+4k+14+42 44+ 1
= 4K+ k+1P+1)+2
= 4K +2 ouk' e N
= 202K +1)
ainsi m? 4 n? est pair mais n’est pas multiple de 4 car 2k’ + 1 est impair.

L’énoncé contraposé C est vrai donc T est aussi vrai.
Référentiel : m,n € N*
Hypothése P : m? —n? n’est pas un multiple de 8

Conclusion ) : m est pair ou n est pair

On écrit la proposition contraposée :

Reférentiel : m,n € N*

Hypothése non @ : m est impair et n est impair

Conclusion non P : m? —n? est un multiple de 8

Preuve de la proposition contraposée :

m = 20+1,1 €N
Par hypothése :
n = 2p+1,peN



m?—n? = (201+1)% — (2p+1)?
= 4(P+1-p*-p)
= 41(1+1) —4dp(p+1)
— 4.2a—4-2b a,beZ

car [ et [ 4+ 1 sont deux entiers consécutifs donc leur produit est pair, de méme pour pet p+ 1.
= m?—n?’=8a—-8 =8k, kcZ

ainsi m? —n? est un multiple de 8.

L’énoncé contraposé C est vrai donc T est aussi vrai.
e) Reéférentiel : n € N

Hypothése P : n? =3k, k€N

Conclusion Q : n=3K, k' € N

On écrit la proposition contraposée :

Reéférentiel : n € N
Hypothése non Q : n#3k, ¥ e N
Conclusion non P : n?#3k, k€N

Preuve de la proposition contraposée :

e On suppose: n=3l+1, 1N
n?=0BI+1)2=92+6l+1=332+2)+1=3"+1,1I €N

2 n’est pas un multiple de 3.

Ainsi n
e On suppose: n=3l4+2, €N

n?=Bl+2)2=97+121+4=92+120+3+1=3BP+4+1)+1=3"+1,'eN

2

Ainsi n* n’est pas un multiple de 3.

L’énoncé contraposé C est vrai donc T est aussi vrai.

f) Soit le théoréme T :
VA, BCE: ANnB=0 & ACB
On écrit la proposition contraposée C' :

VA,BCE: ANB#0 & A¢B

Preuve de C par la méthode directe

ANB#10 dJecE, € ANB
drcE,vrcAetxcB

JxeE,xc€Aetx ¢ B

O R

A¢ B

L’énoncé contraposé C est vrai donc T est aussi vrai.



g)

Soit le théoreme T : VA, B CFE, P & Q

et son énoncé contraposé¢ C : VA, B CE, nonP < non@

Ces deux énoncés sont logiquement équivalents : C vrai < T vrai.
Soit le théoréme T :

VA,BCE: ACB & E=AUB

On écrit la proposition contraposée C :

VA,BCE: A¢B < E#AUB

Preuve de C par la méthode directe

A¢ B dxeE,xc€Aetx ¢ B
dJrcE,xc€AetzeB

dJzeE,2€ ANB

dJzcE,v¢ ANB
Jz€E,2¢ AUB

Tt ¢ ¢ O

E+#+AUB

L’énoncé contraposé C est vrai donc T est aussi vrai.
Soit le théoréme T : VA, B,C CE, P = Q

et son énoncé contraposé C : VA, B,C CFE, non(@ = nonP

Ces deux énoncés sont logiquement équivalents : C vrai < T vrai.
Soit le théoréme T :

VABC C E, (AnB) C C = Ca(C) N Cp(C) = 0.
On écrit la proposition contraposée C' :

VA,B,C CE: CaC)NCp(C) #£0 = (ANB) ¢ C

Preuve de C par la méthode directe

Ca(C) N Cp(C) # 0 JzeE,ze€ Ca(C) N Cp(C)

drx e E,xe€Ca(C)etzelCp(C)
dJxeFE,(xe€Aetx ¢ C)et (x€BetaxgO)
dxeE,x€AetxeBetax¢C

dreE,ze€(ANB)etx ¢ C

S I

(AnB) ¢ C

L’énoncé contraposé C est vrai donc T est aussi vrai.



Ex-03-04: En utilisant la méthode par ['absurde, démontrer les propositions suivantes :

a) Si x est irrationnel et y rationnel alors x+vy est irrationnel.
b) Ya € N*, si a*+2 est un multiple de 3 alors a n’est pas un multiple de 3.
c) VmneN, m<3etn<3 = m-n#l15.

d) Soient A et B des sous-ensembles du référentiel E.
VAIB CFE, ACB=AUDB = E.

e) V3 est irrationnel.
Indication : utiliser que si n* est un multiple de 3, alors n est un multiple de 3. (la
preuve se fera plus loin)

2)

Démonstration de ’énoncé H = C par la méthode par I’absurde :
montrer que les hypothéses H et non C vraies aboutissent & une situation contradictoire.

Référentiel : R

Hypothése: =z € R\Q et y € Q . H
Conclusion : z+y € R\ Q O
Ecrire les hypothéses H et non C.
On suppose :
H : r € R\Q et y€Q

nonC : xz+yeQ

Ainsi par hypothése
m

(r+y)eQerx+y=—, meZ, n€Z" et m,n premiers entre eux
n

et

a
yEQ@y:g, a€Z,beZ et a,bpremiers entre eux

b _
:M:E, c,deZ = z€Q.

Dot : T+ —% 5
n

= =

S13

Mais par hypothése, xR\ Q.

L’hypothése (non C' vraie) aboutit & une situation contradictoire ot 'on a simultanément = € Q
et zeR\Q.
Ce qui est impossible donc la conclusion ( z + y irrationnel) est vraie.

Démonstration de ’énoncé H = C par la méthode par ’absurde :
montrer que les hypothéses H et non C vraies aboutissent & une situation contradictoire.

Reéférentiel : N
Hypothése : a € N*, a®4+2=3k kecN* : H

Conclusion :  a n’est pas multiple de 3 O

Ecrire les hypothéses H et non C.

On suppose :

H: aeN, a>+2=3k keN*
nonC : a = 3n,neN*

Ainsi par hypothése



a’>+2 =3k
a’?+2=3n)?+2=9n%+2

d’ou
3k=9n2+2 = 2=3(k—3n%) Cest-a-dire 2 est multiple de 3.
L’hypothése (non C vraie) aboutit a la situation absurde ou 2 est un multiple de 3.

Ce qui est impossible donc la conclusion (a n’est pas multiple de 3) est vraie.

¢) Démonstration de I'"énoncé H = C par la méthode par 'absurde :
montrer que les hypothéses H et non C vraies aboutissent & une situation contradictoire.
Référentiel : N

Hypothése: m,n € N, m<3etn <3 . H
Conclusion : m -n # 15 O
Ecrire les hypothéses H et non C.
On suppose :
H : m,n € N, m<3etn<3
nonC : m-n=15

15
esin0: m-n=15 = m=— >5 car n<3.
n

On a donc silmultanément m <3 et m >5 : ce qui est impossible.
Ainsi (m -n # 15) est vrai.

e sin =0:on asimultanément m-n=0 et m -n =15 : ce qui est impossible.
Ainsi la conclusion (m -n # 15) est vraie.

d) Démonstration de I’énoncé H = C' par la méthode par 'absurde :
montrer que les hypothéses H et non C vraies aboutissent & une situation contradictoire.

Remarque : on note A le complémentaire de A dans E.

Référentiel : un ensemble F
Hypothése: A, B C E, ACB . H
Conclusion: A U B = FE . C

Ecrire les hypothéses H et non C.
Remarque : on note A le complémentaire de A dans E .

On suppose :

H A, BCFE, ACB
nonC : AUB # E

Par hypotheése :
AUB#FE = 3x€FE, z2¢ AUB

dreE, z€AUB
dJecE, z€ANB
drcE, z€AetaxcB

dxeE, zc€Aetaz¢B

L

A¢ B



L’hypothése (non C vraie) aboutit & une situation contradictoire ou 'on a simultanément A C B
et A¢ B.

Ce qui est impossible donc la conclusion (A U B = E) est vraie.

Démonstration de ’énoncé H = C par la méthode par ’absurde :
montrer que les hypothéses H et non C vraies aboutissent & une situation contradictoire.

Référentiel : R
Hypothése : = =+/3
Conclusion : =z est irrationnel

Ecrire les hypothéses H et non C.
On suppose :

H : r =13
non C' : 1z = +/3 est rationnel
Par hypothése :

V3 est rationnel
=
Jda €N et be N* premiers entre eux tels que :

V3= % >0
2
a
& a2 =3b?
& a? est multiple de 3
< a est multiple de 3
& a=3d,d € N*
/
V3 rationnel < /3= 37& >0
9a’?
& b2 =3a”
& b2 est multiple de 3
< b est multiple de 3
& b=3V,l € N*
3d a

Ainsi /3 est rationnel < /3 = W

donc a et b ont un facteur commun, mais par hypothése, a et b sont premiers entre eux.

Ainsi en supposant V3 rationnel, on a simultanément que a et b ont un facteur commun et a
et b sont premiers entre eux : ce qui est impossible. Donc /3 est irrationnel.



Ex-03-05: Soit la proposition T suivante :

T: VmneN, n#0 = m+nvV?2 est irrationnel.

a) Démontrer la proposition T par ’absurde.

b) Enoncer la contraposée C de la proposition T . C est-elle vraie ¢

¢) Enoncer la réciproque R de la proposition T et la démontrer par la méthode de la
contraposée.

a) Démonstration de ’énoncé H = C par la méthode par I'absurde :

montrer que les hypothéses H et non C vraies aboutissent & une situation contradictoire.
Référentiel : N
Hypothése: n,m € N, n#0 . H
Conclusion : m+nv2 € R \Q . C

Ecrire les hypothéses H et non C.

On suppose :

H n,m¢&N, n#0
nonC : m+nv/2e€Q

Ainsi par hypothése

m—l—nﬂe@<:>m+n\/§:%,an,beZ*eta,bpremiersentreeux
Orn#0, dou ﬁ:“_:ng, c,deZ = +2€Q
n

Mais 2 €R\Q (pour la démonstration voir le point f)

L’hypothése (non C' vraie) aboutit & une situation contradictoire oil I'on a simultanément /2 € Q
et V2eR\Q.

Ce qui est impossible donc la conclusion (m + n+/2 irrationnel) est vraie.

Ecrire la contraposée d’un énoncé de la forme H = C.
Le théorétme T : Vn,m e N, H=C(C

a pour contraposée C': Vn,m € N, non C = non H

Soit le théoréme T: Vm,n €N, n#0 = m+n/2c R\Q
1l a pour énoncé contraposé :
C: ¥Ym,neN, m+n/2e€Q = n=0

Cet énoncé est logiquement équivalent & T', donc C est vrai.
Ecrire la réciproque R d’un énoncé de la forme H = C.

Ecrire la contraposée de R et la montrer par la méthode directe.
Le théorétme T : Vn,m e N, H=C

a pour réciproque R: Vn,m e N, C=H

Soit le théoréme T: Vm,n €N, n#0 = m+n/2c R\Q

1l a pour énoncé réciproque :



R: Vm,neN, m+n/2c R\Q = n#0

Pour montrer R, on montre son énoncé contraposé Cr qui lui est logiquement équivalent. On écrit
donc d’abord Cg.

Cr: Vm,neN, n=0 = m+n/2e€Q
ce qui est évident car N C Q.

Cr est vrai donc R est vrai.

Ex-03-06: Ecrire la négation des propositions P suivantes.

Dans le cas ot la proposition est fausse, donner un contre-exemple.
a) VieER, 22=9 = x=3.
b)Vo,yeR, 22 =y*> = x=1y.
c)VeeR, <2 = z<0.
d)VzeR, zeR = z€Q.
e) Ve eR, 202 =8 = z=2oux=—2.
f)Vin;m)eN>, n+m=0 = n=m=0.
g) V(a;0) eR?, a<b = dJre Q, a<z<bh.

h) Un nombre est irrationnel lorsqu’il s’écrit comme produit de deuz nombres irrationnels.

i) a et b étant irrationnels, leur quotient est irrationnel.

Ecrire la négation d’une proposition P.

Utiliser la méthode du contre-exemple lorsque P est fausse.

La proposition P : VezeFE, R = S
a pour négation non P : Jzx e E, R et non S

Attention au quantificateur !
Attention la négation d’une implication n’est pas une implication !

Pour montrer que P est fausse, on montre que non P est vraie. C’est-a-dire il existe un élément
de E qui vérifie R et non S (méthode du contre-exemple) : 'hypothése de P est vraie et sa
conclusion fausse.

P: VzeR,22=9 = z=3.

non P: dz€R, 22=9 et o #3

P faux; contre-exemple : si x = —3, 'hypothése de P est vraie et sa conclusion est fausse.

P: VzyeR,22=9%> = z=y.

non P: Jo,ycR, 22=9% et 2 #y

P faux; contre-exemple : si x = 2, y = —2, ’hypothése de P est vraie et sa conclusion est fausse.
P: VexeR,z2<2 = x<0.

non P: dzeR, x<2 et >0
P faux; contre-exemple : si =1, I'hypothése de P est vraie et sa conclusion est fausse.

P: VxeR,zeR = z€Q.
non P: dzeR, x€R et £ €Q

P faux; contre-exemple : si x = /2, I’hypothése de P est vraie et sa conclusion est fausse.
P: VrcR,20?°=8 = z=2ouz=—2.

non P: 3z €R, 222 =8 et (x #2 et z# —2)

P vrai.



£)

P: Y(m;m)eN, n+tm=0 = n=m=0.

non P: I(n;m)eN?, n+m=0et (n#£0 ou m#0)
P vrai.

P: VY(gb)eR? a<b = Jre Q,a<x<b.

non P: J(a;b) €R?, a<b et (Vr€Q, a>x ou x>b)
P vrai.

P :  Un nombre est irrationnel lorsqu’il s’écrit comme produit de deux nombres irrationnels.
On commence par réécrire la proposition :
Vx € R, x est produit de 2 irrationnels = z est irrationnel.

non P: dxz € R, x est produit de 2 irrationnels et x est rationnel
P faux; contre-exemple : si z = /2-1/2, I'hypothése de P est vraie et sa conclusion est fausse.

P : a et bétant irrationnels, leur quotient est irrationnel.
On commence par réécrire la proposition :

a
Va,b€eR, a et b sont irrationnels = 3 est irrationnel.

non P: da,b€e R, a et b sont irrationnels et % est rationnel

P faux; contre-exemple : si a =2 et b=+/2, 'hypothése de P est vraie et sa conclusion est
fausse.

Ex-03-07: Démontrer par récurrence :

a) VneN": S, =1+2+43+---+n=3n(n+1).

b) VneN: S, =244+46+---+2n=n(n+1).

¢) VneN*: S, =12432 45"+ ...+ (2n — 1)? = 2D Cntl)
d)VneN: S, =2464184---4+2.3"1=3"—1,

e) VneN: Sn:13+23+33+---+n3:("(";1))2.

f)V¥neN: S, =3+3+3%4...4+3"=23(3"-1).

g) VneN*: Sn:%+2%+---+m:niﬂ.

B)VneN i 5, =12—-22432— ... 4 (—1)"Hp2 = L(—1)"n(n+1).

i) VneN: 5 45<5H,

j) ¥YneN: 10" —1 est un multiple de 9.
k) VneN: 2242 est divisible par 3.
[)VneN et n>6: 2">6n+7.

m)VneN et n>4: 2" <nl.

n) VneN e n>7: (‘—l)n>n.

3
2n)!

0) Vn e N* : (@2n)! < 2%t
nn!

p) 33"+ 1 est un multiple de 7 pour tout n impair et n > 1.

Démonstration par récurrence.
Marche a suivre.




e Vérifier la proposition pour le plus petit n.
e Démontrer le “pas” de récurrence.
x Expliciter I’hypothése et la conclusion du “pas” de récurrence.

*x Rédiger la preuve.

a) Veérification de la proposition pour n=1.

1
S1=1 et §n(n+1) =1.

la proposition est vraie pour n=1.
Démonstration du “pas” de récurrence.

Hypothése : S, =in(n+1) pourun n € N* donné.
Conclusion : Sp,4+1 = % (n+1)(n+2).

Preuve :

Spr1=14+2+--4+n + (n+1)
—_—
=S,

Sp41 =S, +n+1.
Or par hypothése, Sn:%n(n+1), donc
Spt1=4n(n+1) + n+1,

Sp+1 = (%n—i—l)(n—&—l) = %(n+1)(n+2)
b) Vérification de la proposition pour n=1.
S1 =2 et n(n+1) |

n=1 "

la proposition est vraie pour n=1.
Démonstration du “pas” de récurrence.

Hypothése : S, = n(n+1) pour un n € N* donné.
Conclusion : Sp41 = (n+1) (n+2).

Preuve :

Sp41=2+44+6+---+2n +2(n+1)
:Sn

Spt1 =S +2(n+1).
Or par hypothése, S, =n(n+1), donc

Spr1=n(n+1) + 2(n+1)=(n+1)(n+2)

¢) Vérification de la proposition pour n=1.

1
Si=1"=1 et §n(2n—1)(2n+1)

=2.



la proposition est vraie pour n=1.

Démonstration du “pas” de récurrence.

Hypothése : S, = %n (2n—1)(2n+1) pour un n € N* donné.

Conclusion : Sy = 3 (n+1)(2n+1) (2n + 3).

Preuve :

Spy1 =143+ -+ (2n— 1) + (2n +1)?
=Sn

Spi1 = Sp + (2n +1)2.

Or par hypothese, S, = %n (2n—1)(2n+1), donc

Snt1 = 3n(n-1)2n+1) + (2n+ 1)
= (2n+1)%(2n® —n+6n+3)

(2n+1) £ (2n® + 5n + 3)
= 1@n+1)2(n+3)(n+1)
= $(2n+1)(2n+3)(n+1)

Veérification de la proposition pour n=1.
Si1=2 et 3—1|_, =2

la proposition est vraie pour n=1.

Démonstration du “pas” de récurrence.
Hypothése : S, = 3" —1 pour un n € N* donné.
Conclusion : Sp41 = 3" —1.

Preuve :

Spy1 =24+6+184+---+2.3""1 2.3
=Sn

Sn+1 :Sn+23n
Or par hypothése, S, =3"—-1, donc

Spy1=3"—1 + 2.-3"=3"(1+2) —1=3"" -1

Vérification de la proposition pour n=1.

2
Sy = 13 =1 et <n(n—|—1))

la proposition est vraie pour n=1.

Démonstration du “pas” de récurrence.



2
Hypothése : S, = (%) pour un n € N* donné.

2
Conclusion : S, = (W) ‘

Preuve :

Snp1=134+2243"+. - +n® + (n+1)3
=S,

Spi1 =S+ (n+1)3.

2
Or par hypotheése, S, = ("("2+1)> , donc

Sp1 = (”(”2“))2 + (n+1)3
= (n+1)2i(n2+4n+4)
= 1(n+1)?(n+2)>
f) Veérification de la proposition pour n=1.

S =3 et 2(3”—1)

n=1

la proposition est vraie pour n=1.

Démonstration du “pas” de récurrence.
Hypothése : S, = %(3” —1) pourun n € N* donné.
Conclusion : Spq = 2 (3" —1).

Preuve :

Spt1=3+3+3% 4. 43" + 3nH!
=Sn

Sn+1 = Sn + 3n+1 .

Or par hypotheése, S, = % (3" —1), donc

Spy1 = 33" —1) + 3!

_ %3n+1 4 3n+1 _ 3
= 3G+ 1) -3
= 1o

g) Vérification de la proposition pour n=1.

1 n
S = — t =
1= ¢ n+1

la proposition est vraie pour n=1.

Démonstration du “pas” de récurrence.



n

Hypothése : S, = pour un n € N* donné.

n—+1
n+1
Conclusion : Spi1 = ——.
onclusion =
Preuve :
Smp1 = b - !
T2 7203 n-(n+1)  (n+1)-(n+2)
=5,
Snt1 = Sn + !
n+l — ©On (n+1)(n+2)
n
Or par hypothése, S, = , donc
n+1
n 1
S —
S T T Dt 2)
_ on(n+2)+1
- (n+1D(n+2)
B (n+1)2
 (n+1)-(n+2)
_ n+1
 on+42

Vérification de la proposition pour n=1.
Sl =1 et

la proposition est vraie pour n=1.
Démonstration du “pas” de récurrence.

Hypothése : S, = % (=1)""'n(n+1) pourun n € N* donné.
Conclusion : Spi1 =2 (=1)""2 (n+1) (n +2).

Preuve :

Sn+1 —12_92 + 32 — (_1)n+1 n2 + (_1)n+2 (n 4 1)2
=S,

Spi1 = Sp + (1) (n 4+ 1)2.

Or par hypothése, S, =1 (-1)""'n(n+1), donc
Sni1 =35 (=" n(n+1) + (=1)"2(n+1)2,
Snr1= (1" (n+1) [-3n+(n+1)],
Spg1=(=1)"2(n+1) [Fn+1],

Supr = (1™ (n+ 1)} [n+2],



Su1 = 5 (-1 2 (n+1) (n +2).
Vérification de la proposition pour n=1.

5+5 <52
On a: 10 < 25 donc la proposition est vraie pour n=1.

Démonstration du “pas” de récurrence.
Hypothése : 5" + 5 < 5”1 pour un n € N* donné.
Conclusion : 5"t +5 < 5712,

Preuve :

57l 45 =51 125 — 20 = 5(5" +5) —20 < 5- 57T — 20
donc
5n+1 +5< 5n+2 —20 < 5n+2

Vérification de la proposition pour n=0.
10°-1=1-1=0=9-0
donc la proposition est vraie pour n=0.

Démonstration du “pas” de récurrence.

Hypothése : 10" —1 =9k pourunn € Ndonnéet ke N.

Conclusion : 10" —1=9[, I € N.

Preuve :

par hypothése d’induction

10" —1=10-10"—1=10(9% +1) — 1 car par hypothése d’induction 10" = 9k + 1

donc

10n+171:109]€+1071:109]{:+9:9l, l=10k+1€eN

10"t — 1 est donc un multiple de 9.

Vérification de la proposition pour n=0.
204+2=1+2=3
donc la proposition est vraie pour n=0.

Démonstration du “pas” de récurrence.
Hypotheése : 22" +2 =3k pour unn € N donné et k € N .
Conclusion : 22("t1) 4 2 =3] [ eN.

Preuve :

22t 4 2 = 2242 L 9= 4. 220 4 2=3.220 4 27 4 2
or par hypothése d’induction 2" +2 = 3k

donc

22(n+1) 49 =3.22" 4 3k =31, [=22"+keN

22(n+1) 4 2 est donc un multiple de 3, c’est-a-dire il est divisible par 3.

Vérification de la proposition pour n=26.
2" =26 = 64

6n+7=36+7=143

et 64 > 43

donc la proposition est vraie pour n=26.



Démonstration du “pas” de récurrence.
Hypothése : 2" > 6n+7 pourunn € Ndonnéetn >6.
Conclusion ;: 22+l > 6(n+1)4+7, neNetn>6.

Preuve :

2+l = 2.92" > 2. (6n +7) par hypothése d’induction

2l > 120+ 14=6n+6n+6+7+1=6(n+1)+7+6n+1
ainsi

2"l > 6(n+1)+7+6n+1>6(n+1)+7

Vérification de la proposition pour n=4.

21 =16

et 4!=4-3-2-1=24

On a: 16 < 24 donc la proposition est vraie pour n =4.
Démonstration du “pas” de récurrence.

Hypothése : 2" < n! ne&eNetn>4 donné.
Conclusion : 2" < (n+1)!.

Preuve : pour n > 4

2" < n! | -2
2ntl < 2.l < (n+1)!

car: 2-n! < (n+1)!

en effet :
2.0l < (n+1)-n!
2<n+1 ce qui est vrai car n > 4

Vérification de la proposition pour n=7.
(%)7 > 7 car 1 > (%)7-7

donc la proposition est vraie pour n=7.
Démonstration du “pas” de récurrence.

Hypotheése : (%)n >7 neNetn>7 donné.

Conclusion : (%)nJrl >n

Preuve : pourn > 7
(5" >n |3
(%)n-Irl > né >n+1

car : n'% >n+1

en effet :
dn > 3n+ 3
n>3 ce qui est vrai car n > 7

Vérification de la proposition pour n=1.

nln! 1111 1-1

=2

2n)!  (2-1)! 20 2
1



et 22n—1 — 22-1—1 — 21 - 9

Ona 2 < 2 et la proposition est vraie pour n=1.

Démonstration du “pas” de récurrence.

pour un n € N* donné.

par hypothése

|
Hypothese : 7) < 92—l
nln!
2 2)!
Conclusion : (2n+2) < 92ntl
(n+1l(n+1)!
Preuve :
(2n+2)!  (2n+2)(2n+1)(2n)!
(n+Dln+1) (n+1)(n+ nn!
 (2n+2)2n+1) (2n)!
 (n+Dn+1) !
< (2n+2)(2n+1) 92n—1
- (n+Dn+1)
_ 2(n+1)2n+1) oy
(n+1)(n+1)
_ 2204 o
(n+ 1)
(n + 1)
< 92ntl
2
car 2D
(n+1)
en effet
Mm+1 < 2n+1)
S 2n+1 < 2n+2
c’est vrai!
Vérification de la proposition pour n=1.

PB4 1=314+1=334+1=28=7-4

la proposition est vraie pour n=1.

Démonstration du “pas” de récurrence.

Hypothese : 33CHD 41 =7k, ke N*,

Conclusion : 332+3) 4 1 =7k k' e N*,

Preuve :

pourun n=2[+1donné,l €N



33(2043) 41 = 3649 4 |
— 36.3614+3 4
= 30.30043 436 3641
— 36 (33(2l+1) + 1) _ 3641
= T729-Tk—T729+1 : par hypothése de récurrence et 3% = 729
= 729-Tk—728
= 7(729k — 104)
= TK avec k' = 729k — 104 € N*



