Analyse A Mise a Niveau, EPFL
Série 01: Ensembles

Ez-01-01: Soient A ={1,2,3,4}, B =1{1,2,3}, C =1{2,4}; trouver tous les en-
sembles X wvérifiant :

o) XCB e XcCC, ¢c) XCA et X¢B,

b)) XCB et X¢C, Q) XCcC e X¢B.

On représente les ensembles A, B et C al’aide de diagrammes de Venn.
A=A{1,2,3,4}, B={1,2,3}, C={2, 4}

a) XCB et XCC
Ona X C (BNC).Or BNC = {2}, donc X =0 ou X = {2}.
b) XCBet X ¢C
Onadé¢ X et {2} # X. D’ou les possibilités pour I'ensemble X :
{1}, 33,41, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}
c) XCAet X¢B
11 suffit que 4 soit présent dans X. D’otl les possibilités pour ’ensemble X :
{4}, {1, 4}, {2, 4}, {3, 4}, {1, 2,4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}
d) XcCetX¢B
Il suffit que 4 soit présent dans X. D’ou les possibilités pour 'ensemble X : {4}, {2, 4}

Ez-01-02: Soient ACFE et BCFE. Quels sont les éléments de A, B et E si:

AUB={2,3,57,8,9,10}, Cg(A)=A{1, 4,5,6,8,9}, Cg(B)=A{1 2,3, 4, 6}.

e Déterminer E :
Comme E = AUCE(A) et que A C AUB C E, on a nécessairement que £ = Cg(A)U(AUB) =
(1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9, 10}.

e Déterminer A et B :
Comme Cg(A) = {1,4,5,6,8,9} ={z € E|lxr ¢ A} et AC E, on adonc A= Cg(Cg(A)) D’ou
A ={2, 3,7, 10}. De maniére similaire, on détermine que B = Cg(Cg(B)) = {5, 7, 8, 9, 10}.
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Ex-01-03: Soient A, B, C' C E. Quels sont les éléments de A, B, C et E sachant que :

Cg(AUBUC) =11, 8, 12}, Cg(B) ={1, 2, 5, 6, 8, 10, 11, 12},
BnC =19, ANC = {5},
AUB=1{2,3,4,5,7,9}, AUC ={2,3,4,5,6,10, 11}.

e Onaque E=(AUBUC)UCE(AUBUC)et AUBUC =(AUB)U(AUC). Dou

E = {1,2 34, 56, 78,9, 10, 11, 12}.
e Comme Cg(B)={1,2,5,6,8,10,11,12} et BC E,on a

B = {3,4, 7,9}

e Comme AUB=1{2,3,4,5,7,9} et B = {3,4, 7,9}, on a que {2,5} C A.

De plus, comme AUC = {2, 3, 4,5, 6, 10, 11}, on déduit que 6,10,11 ¢ A (sinon ils se retrouve-
raient dans AU B.) Donc nécessairement {5,6,10,11} C C.
Finalement :

— Comme BNC =0, on a 3,4 ¢ C (puisqu’ils sont dans B)

— Comme ANC = {5}, on a en particulier 2 ¢ C' (comme il est dans A)
Nécessairement, on conclut alors que {5,6,10,11} = C. Puisque AUC = {2, 3, 4,5, 6, 10, 11} et
ANC = {5}, on conclut que A ={2,3,4,5}.
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Ex-01-04: Trouver des ensembles A, B, C telsque: ANBNC=0 maisni AN B,
nit ANC, ni BN C ne soient vides.

Par exemple : A ={1,2}, B={1,3}, C=12, 3}

Ex-01-05: On considere les ensembles suivants :
A={zeR|-2’+2+12>0}, B={ze€R,|(z—1)*>0}, C={reR|2*-25<0}.

En vous aidant d’une représentation sur ['aze réel, expliciter :

a) ANB e) Co(ANB)

b) AUB f) Cc(A)UB

¢c) AU (BNC) g) Peut-on trouver une formulation équiy
d) An (BUC) lente dans les cas c) et d) ?

On commence par expliciter les ensembles A, B et C, puis les représenter sur un axe horizontal.
A={zeR| —22+2+12>0} = {zeR| —(z+3)(x—4) >0} =]-3,4]
B={reRi|(x—1)?>0} = R.\{1}

C={reR|2?-25<0} = [-5, 5]
B =RN\{1} € =[5.5
x
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a) ANB = [0, 1[U]1,4]
b) AUB =]-3, +o0|

¢) BNC = [0,1[U]1,5 doa AU(BNC) =]—3,5]

d) BUC = [-5, 400 dou AN(BUC) =]-3,4]
A =]-3,4] B =R \{1} C = [-5,5
; T
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e) ANB = [0,1]U]1,4] dou Ce(ANB) = [-5,0[U{l} U [4,5]
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f) Co(A) = [-5,-3] U [4,5] don Ce(A)UB = [-5, -3 U [0, 1[U]1, +oo]

Ez-01-06:



a) Soit D l’ensemble défini par

D= [&+ 2k, % + 2kn] .
keZ

Représenter D sur la droite réelle, puis, en s’atdant de la représentation, calculer

DN[-%,%[ et DN [—5m, —37].

202
b) (Facultatif) On définit, pour tout n € N*, les ensembles

44n :4'_ %7%[7 13n::]£;a§%gT]-

Exprimer les ensembles ci-dessous sous forme compacte simplifiée :

U4, A, UB.. [)B.

n>1 n>1 n>1 n>1

a) Représentation sur la droite :

o m  o9m 2 o7 0 m 27 3@ 4r 5r
' _ 231 _ 197 _lr _7x T 13n  17m 25m  20r
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

On voit facilement, & partir de 'image ci-dessus :
Dn[-5.3[=[5 %l

D N[5, =37 = [_23%’_19%[

b) Remarquons pour commencer que A; D As D Ag D -+ et que B, N By, = ) pour tout n # m.
e Puisque Ay C A1, on a A1 U Ay = A;. De méme, puisque A, C A; pour tout k > 1, on a que
ATUAy---UA, = A vn

Ainsi,
Uan=av40- =4, =] -1,
n>1

e Puisque Ay C Ay, on a A; N Ay = Ay. De méme, puisque A1 C Ag pour tout k£ > 1, on a que
AiNAsn---NA,=A4, Vn

Ainsi,
() 4n = {0}.

n>1

e Les ensembles By et By sont disjoints, mais
.BQLJE%»Z]

B3 U By U By :]

ELLU"'LLBQLLBlzz]é%,ﬂ
Ainsi,

U B. =10,1]

n>1

N 5=

n>1

e Puisque les B,, sont tous disjoints,



