Analyse A Mise a Niveau, EPFL
Série 13: Logarithme naturel

Ex-13-01: Exprimer les nombres suivants a l'aide de la fonction logarithme :

a) A=—1, b) B = ¢) C=3.
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Ex-13-02: Exprimer les quantités suivantes de la facon la plus simple possible, a l'aide
d’une seule fonction logarithme :

A=In15—In6+31In2, _
¢) A=Inl5—-In6+31n b) B=1n(3-ve)+In(22) - L Ins.
a) A=Imn15—In6+3In2 = In15+In(67") +1n(2%) = In (15 ¢ - 23) = In(20).

b) B=1In(3-+€)+In (%) — L8 =In(3)+ & In(e) + In (2v2) — In(9) — In(+/3)

=1In(3) + 5 +In(v8) —21In(3) — In(v8) =  —In(3).

Ex-13-03: Résoudre les équations sutvantes par rapport ¢ x € R :
a) 3In2+1n(5—z) =In (&)
b) In(sinz) = 1 + In(cos )
¢) In(2z— 13— 1) +Inv2=1In (22 — 30) — In V2

a) 31n2+ln(%—x):ln<§—fl)>.

Ddef:{$€R|%—x>0 et g—j>o} =]—o00, —-1].

@)+l (b -2) = (22) & mE-2)]=m(23)
& 8(i-2)=22 & 82+5:-13=0 & (Sz+13)(z—1)=0.

x=1¢ Dger, laseule solution est = = —18—3 )

b) In(sinz) =1+ In(cosz) .

Dyt ={z €R | sinz >0 et cosz >0} = U | 2km, T 4 2kn|.
keZ

In(sinz) —In(cosz) =1 < In(L)=1 < In(tanz) =Ine

Cos T

& tanzx=e < x=arctane+kn, k€eZ.

Les seules solutions acceptables sont celles qui appartiennent au premier
quadrant : =z = arctane+ 2kw, k€ Z.




¢) In(2z —13—12) + Inv2 =1In (22 — 30) — In V2.
Dgef={z €R |20 -13—-12>0 et 2(x—15) >0} = |15, +oo|.
In(2z—13-2) +2Inv2=1In[2(z - 15)]
& In(20—-13—-1)+In2=Imn2+In(z—15)
< In(22-13- 1) =In(z - 15)

& w-13-L=2-15 & 22+20-15=0 < (z+5)(z—3)=0.

Or 2=-5¢&Dgest e x=3¢& Dger, dou S=0.

Ex-13-04: Résoudre les trois inéquations sutvantes par rapport ¢ v € R :

a) Inv3—z+Inve+1<Iny/10 — 6z
b) In(2x —1) <2+1In(2)

¢) In2=% < —21n(3) +In(2z) — 2 In |z — 6|

a) Inv3—z+Inyr+1<Iny10 — 6z.
Dger={z€R[3—2>0, 2+1>0 et 10—62>0} =]—1, 2.
Sur Dget, Inv3—z= % In(3—z), Inyvr+1= % In(zx + 1)
et Iny/10 — 6z = 1 In(10 — 62). L’inéquation s’écrit alors
In3—z)+In(x+1) <In(l0 —6z) < In[B—=x)(z+1)] <In(10— 62)
or la fonction logarithme est strictement croissante sur RY :
Inf3—x)(z+1)]<In(10—-6z) < @B—-2x)(z+1)<10-6z
& 22-84+7>0 & (zr-D(x-7>0 < 2<1ou x>7.

Dou S=(]—00,1JU[7,400[) N Dger = ] —1,1].

b) In(2z— 1) <2+In(1).
Dot ={z €R|2#0, 1>0 et 20-2>0} = %2 fool.
n@2e-1)<2+m(l) o h(2)<24m(d)
& In(222-1)+In()<2+mn(i) & kh(22?-1)<2

& In(222-1)<ln(e?) & 2?-1<e & 22<52

& /B << /B2
. / 2 / 2 2 (1+4-e2
D’OHS::|— 1+26 ’ 1456 [deef:] §7 (2 e?) |:

‘ >

¢) InZ== < —

2In(1) +In(2z) —2 Injz — 6.

8
=]

Ddef:{$€R|:z:—67éO, 20 >0 et w—g>0} —10,4[U]6, +oo].
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n(2z) — 2 In |z — 6|
+1In(2) + In(z) — In(z — 6)*
n(2) + In(z) — In(z — 6)*
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(x —4)(x —6) <4z (car In est strictement croissante)
z? — 14z +24 <0
(x—2)(z—12) <0,

=

=
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< In[(zr—4)(x—6)] <In(4z)
=

=

g

N Dgef = [2,4[U]6, 12].

Don S =[2,12]

Ez-13-05: Résoudre dans R? le systéme suivant :

In(6—2)—Iny=In (%) +3In2
In(2) + In(4y® + 1) — In(2y + 3) < In(2? — 2)

e Domaine de définition du systéme
Daot = {(z.y) €R* | 6-2>0, y>0, S£>0, 2y+3>0 et 2>~2>0},
Ddef:{(x,y)€R2’w€}\/§,6{ et y>0},

i) On résout tout d’abord la premiére équation par rapport x en fonction de y :
In(6—2)—Iny=In(%2)+3In2

< In(6—2)—Iny=In(6 - ) —In4z) +In(2?) < In(4z) =lny+1n8

& In(dz) =In(By) & z=2y, avec z€ |V2,6[ et ye]@,iﬁ[.

ii) Sur Dyger, le systéme est donc équivalent a

T =2y
{ In(2) + In(4y? + 1) — In(2y + 3) < In(2? — 2)

efS)

On remplace = par 2y et on résout a présent I'inéquation par rapport a y € ] , 3 [ :
In(2) +In(4y® + 1) — In(2y + 3) < In [(2y)* — 2]

In(2) + In(4y? + 1) < In(2y + 3) + In(2) + In(2y* — 1)

In(4y® +1) < In(2y + 3) + In(2y* — 1)

In(4y* +1) <In[(2y + 3) (2y° — 1)]

42 +1 < (2y+3) (24> —1) (car In est strictement croissante)
20° +y’ —y—220

(y—1)(2y° +3y+2) >0

&< y—12>0.

tt e

OnadoncyZletye}@,3[,d’oﬂye [1,3][. Dou

S:{(x,y)€R2|1::2y et ye [1,3[}

L’ensemble solution est le segment de droite d’extrémités A(2, 1) et B(6, 3) (non compris).




Ez-13-06:
En utilisant U'interprétation géométrique de In(x), démontrer que

lim In(z) = 4o0.

T—-+00

Indication : On pourra utiliser que la somme

li R L
niTOO 2 3 4 5 n N o

On utilise le fait que In(x) représente l'aire comprise sous la courbe 1/t entre 1 et z. Pour > 1, on
prend n = E(z) € N comme le plus grand entier plus petit ou égal & x et on construit les rectangles
suivants sous la courbe 1/¢.

Chaque rectangle est de longueur 1 et de hauteur 1/n. Par conséquent, 1'aire hachurée qui est la
somme des aires des rectangles vaut

L
2 374757 T Ea)
et est plus petite que l'aire comprise sous la courbe 1/t entre 1 et x et qui vaut In(x).

Par conséquent, on a

T
273" 45 " B

On observe a gauche la série harmonique que 1’on sait étre divergente lorsque E(x) — +o0. Or, si
x — +o0, alors forcément on a n = E(x) — +oo et donc

< In(z).

li 1+1+1+1+ + ! li 1+1+1+1+ + ! +
111 = - — - e = 111 = - — - = (0. 9]
z+o\2 3 4 5 E(z) E(z) >+ \2 3 4 5 E(z) ’

Par conséquent, puisque

et
li 1—|—1+1+1+ + ! +
m ([-+=-+-F+-4+... 4+ —— ] =+
z—+oo\2 3 4 5 E(x) ’

par le théoréme du gendarme, on a nécessairement que

lim In(x) = +4o0.

T—+00



