Analyse A Mise a Niveau, EPFL
Série 11: Nombres complexes

Ez-11-01: Trouver le module et un argument de :

a) z=5+12i; 1l +itana

c) z

 1—dtana’

b) z=+3+i;

5 12
a) z=5+4+12i = |z| =25+ 144 =13, et COSY = 725 singp:l—?’;On peut donc prendre
¢ = arccos ().
b) z=V3+i = [z|=2; ¢=

c)

?

S

l+itana  cosa+ isina (cos a + i sin ar)?
= ; = — = . -
l—itanaw cosa—isina  (cosa — isina)(cosa + isina)

= cos2a + ¢ sin 2a,

d’ou |z| =1 et ¢ = 2a.

Ex-11-02: Mettre sous la forme [r; ] les nombres complezes suivants :

= — s = — R 1
a) z 2; c) z 1+4, e) 2= iy
1—1
3

‘ , B T, .7
b)z:7z—g; d) z=3+1i; f)Z——?)(COSZ—f—ZSan).

a) z=-2=[2;7|;

R T T
b)n_h—g_7%Hh_Mh_PQ§}7

c) z=—-1+1i= [\/5;3:];

d) z=V3+i= {2;%};

e) On amplifie par le conjugué du dénominateur.
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f) z=-3 <cos%+z’sin%) :3<cos (Z—i—ﬂ) + isin (%—l—ﬂ)) = [3; EZT] = [3;—??:] .

Ex-11-03: Mettre sous la forme a + bi :

o :=[5-3): ) 2= frim =i g B
_[o.7] . d)z:[2;_ﬂ B
Y 2= [2g]. N




b)

z= [2;%} :2<cos<g> +isin(g>) = \/2—1—\/54-2'\/2—\/5
car : cos (%) = \/; (l—l—cos (Z)) et sin (%) —\/; (1—COS (%))
z=[mnm—t] =mw[cos(m —t) +isin(r —t)] = —7wcost + imsint
2= [i’_ﬁ} - [4,-%} — 4
-1t 6% 1 19x] [ 5w
S i = e e IO

om om
lcul — in|-—):
Calcul de cos<12> et s1n<12>

ot

V3
vt d ™ 1+(*7> 23
1T1V1 : — = —
positivite du cos COS 12 9 1
et de méme, sin 51 = 2+ \/g
’ 12/) 4

:>z:4[cos (?;r) +isin <?g>} = \/8—4\/§+i\/8+4\/§

Or:8+4y3=8+2/12= (V6+£2)?

ce qui finalement nous donne :  z = (v/6 — v/2) +i(v6 + v/2).

'3 [3; ]

2 3 -1 2
Ex-11-04: Déterminer ¢ € [0, 7] pour que Re([\/§ _] 4 90]> —Im ({6’ + ] )

Re ([\/5 ;r : [4;so]> =Im (W) < Re ([3\/5; 2} - [4: go]) —m (W)

& Re([12v3;2+ ¢]) =Im ([12;2 4 ¢]) < 12v/3cos(2+ ¢) = 12sin(2 + ¢)
&= @cos(2+g0)—%sin(2+g0):0 & sin § cos(2 + ) —cos §sin(2 4+ ¢) =0

& sin(F-2+¢) =0 I-2+¢)=0+kr & o=%—-2+knr

4
avec la condition ¢ € [0, 7], on obtient : Y= ?ﬂ — 2.




Ex-11-05: Résoudre :

V2

a) z—iz =0 sachant que |2| = 2V2; ' =7 sachant que 0 < Imz < —
5 -

c) 2

b) 2iz+Z =0 sachant que |z| = 2;

a) On pose z =z +1iy. On a

O=z—iz=(x+iy)—i(lz—iy) =(z—y)—ilz—y) S x=y.
De plus comme on a 8 = |z|> = 2% + y2, on trouve finalement z = y = £2. D’ou les solutions
21 =242, 29=-2-—2i.
b) On pose z =z +iy. On a
0=2iz24+z=2i(x+iy)+(z—iy) = (r—2y)+i(2z—y) ©x—2y=0et 22 —y=0&z =y = 0.
Ceci est en contradiction avec le fait que |z| = 2.
Il n’y a donc pas de solution.

¢) Revenir & la forme trigonométrique.
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Onaz zéet()<1mz<7;onposez:[r;g0] et on obtient :

116 = [r; ¢ & { =1 { r=1

11 = —p + 2k p="E k=0,...,11

On doit avoir : 0 < sin (?) < \gi = k=15 d’ou les solutions :

21 = [1;%} = %(\/g—&-z)

25 = [1;5;] = %(—\/3”)

Ez-11-06:
1

a) Trouver les racines cubiques de z=1—1v/3 e z=-—-—
) q V3 Tk

w . . .
b) Calculer tous les nombres complezes z = — ot w est une racine carrée de (—1 +14)3 et
w

W' est une racine 7-iéme de 1.

a) Il s’agit de mettre les nombres complexes sous forme z + iy puis sous forme trigonométrique puis
résoudre I’équation w? = z.

. 5 T 3 T 2kw
z_1—z\/§_{2,3}_[2,—3] = wk_[f,—9+3], k=0,1,2.

1 1 2k
?m} = wk:[;g—i-ﬂ] k=0,1,2.




b) On met ces nombres complexes (numérateur et dénominateur) sous forme trigonométrique puis
on calcule en utilisant les relations entre les modules et les arguments.

(—1+1i)® = [\/27’»; 9ﬂ, W = [23/4;9;%7@ 1=0,1.
2%
i= [1;5}, Wl = [1;7T+7T] k=0.1,....6.
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d’ou :

Ex-11-07: Soit z € C, on définit 2’ par
2 =2Z2—(1+3i)z—6+9

Déterminer dans le plan complexe ['ensemble des nombres z tels que 2’ soit situé sur
Uaze des nombres imaginaires.

Soit z = x 4 7y. En introduisant cette notation dans I’équation de départ :
2= (z+iy)(r—iy) —(1+3)(z+iy) —6+9 &
Y=+l —x—iy—3iz+3y—6+9 &

Re(z/) =2 +y* -2 +3y—6

r_ .2 2 _ — (—3x —
=2ty —r+3y—6+i(-3x—-y+9) & {Im(z’) = -3x—y+9

Dire que 2’ est situé sur l'axe des imaginaires signifie que Re(z’) = 0. D’ou on déduit I'équation :
1\? 3\* 34
4y —r+3y—6=0 < <:c—> —i—(y-i—) ——=0

1 3
Il s’agit donc du cercle de centre 2 (2 ; —2> et de rayon r =/ —.

Ez-11-08:

a) Déterminer 'ensemble des points du plan complexe satisfaisant
|z —i| = |z + 4+ Til.
b) Dans le plan complexe, on considére z; et zy tels
271 =2—31, 20 =8+ 3.

Déterminer le point z3 sachant que 21, 2o, 23 forment un triangle équilatéral d’orienta-
tion positive (¢’est-a-dire que ’on parcourt les sommets zy, zo, z3 dans le sens trigono-
métrique).




a) |lz—il=|z24+4+7i| & |z—iP=]2+4+Ti]> & (z—i)(z—1) =

(24+44+T)z4+4+T) & 22+ (y—-1)2=(@+4?+y+7? & z+2y+8=0.

C’est donc la droite d’équation z+2y+8 = 0. D’un point de vue géométrique on cherche ’ensemble
des points du plan qui sont & égale distance de i et de —4 —7i; c’est donc la médiatrice du segment
qui relie ces deux points. (Normal qu’on tombe sur une équation de droite!)

b) On commence par faire une figure d’étude :

23

21

ol

22

Il s’agit de faire tourner le point zo autour de z1, donc on effectue une multiplication par un
complexe a de module 1 et d’angle % en prenant 'origine en z1.

23 — 21 = a(z — 21) = 1(cos(§) +isin(f))(z2 — 21) = (; + z?) (8 4+ 3i — 2+ 34)

= (;—H\f) (6+6i) =3(1—V3+i(1+V3)) = 23=5-3V3+3V3i

Ex-11-09:
a) Calculer le nombre compleze obtenu en faisant tourner z =5 —i  d’un angle de —g

autour de lorigine ;

b) On se donne les deux points zo = 2+ 3i et z; = 6+ 5i. Calculer le point zo connaissant
les informations suivantes :

e la distance de zy a z et la méme que la distance de zy a 2o

4

o langle aigu ¢ orienté défini par Zazpz1 est tel que tan p = 3 ;

c) Soient zy = 2+ 2i et z9 = 4 + 3i. Déterminer le point zy satisfaisant les conditions

suivantes :

e La distance de zy au point z, vaut /10

T
—_—
o [’angle zyz1 29 vaul )

T
a) Pour faire "tourner" un nombre, on va le multiplier par un complexe unitaire d’angle —5 c’est-
a-dire le nombre —i :
2 =z2(—i)= (5 —i)(—i) = -1 —bi

b) Il s’agit de faire tourner le point z; autour de zp, donc on effectue une multiplication par un
complexe a de module 1 et d’angle —¢ en prenant 'origine en zg.



<1 <2

On a

29 — 20 = a(z1 — 2z0) = 1(cos(—¢p) + isin(—¢))(z1 — 20) = (g - Z§> (6+5i—2—3i)

3 4
= (5—i5> (4+2)=4—-2i = 2p=4—2+2+3i =6+

c) Il ’agit d’une similitude du plan; le rapport d’homothétie k est donné par :

— 1
_lomal 0:\[2;

= 120 <1l
|22 — 21| V5

0
I’angle de rotation vaut 1
On va effectuer la similitude en prenant le point z; pour origine :

20— 21 = [\/5,—%} (2—z1)=20=(1—d)za+iz1 = 20=(1—1)(44+30) +i(2+2i) =5+1.



