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Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé
recto-verso, il contient 13 questions et 16 pages, les derniéres pouvant étre vides.
Le total est de 40 points. Ne pas dégrafer.

* Posez votre carte d’étudiant sur la table et vérifiez votre nom et votre numéro SCIPER
sur la premiére page.
* Aucun document n’est autorisé.
e L'utilisation d’'une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant
I’épreuve.
» Pour les questions a choix multiple, on comptera:
les points indiqués si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.

» Utilisez un stylo a encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du cor-
recteur blanc si nécessaire.

* Si une question est erronée, les enseignant-es se réservent le droit de I'annuler.
* Répondez dans I'espace prévu (aucune feuille supplémentaire ne sera fournie).
* Les brouillons sont a rendre mais ils ne seront pas corrigés.

Respectez les consignes suivantes | Observe this guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
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Quelques formules de trigonométrie

Formules d’addition :

sin(xz + y) = sinx cosy + cosx siny cos(x + y) = cosx cosy — sinx siny

tanx 4 tan
tan(z + y) = + y

1 —tanx tany

Formules de bissection :

1 —cosx 1+ cosx 1 —cosx

Sin2(%) — 5 COSZ(%) — 2 tanz(%) =

1+ cosx

Formules de transformation produit-somme :
1
cos(x) - cos(y) = E[cos(m 4+ y) + cos(z — y) ]
1
sin(x) - sin(y) = —E[cos(w +y) — cos(xz — y) ]

sin(z) - cos(y) = %[sin(a} +y) +sin(z — y) |

Formules de transformation somme-produit :
cosT + cosy = 2 cos(L;y) cos(%5¥) cosxr —cosy = —2 sin(mzﬁ) sin(%5¥)

sinz +siny = 2sin(‘”—'§y) cos(*5Y) sinx — siny = ZCOS(%) sin(*5%)

Expressions des fonctions trigonométriques en fonction de tan(3) :

. 2tan(3) 1 — tan?(%) 2tan(3)
sine = ———— COST = —————— == tane = ——
1+ tan®(3) 1+ tan(3) 1 — tan®(3)
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Premieére partie, questions a choix unique

Pour chague question, marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de
ratures. Il n’y a qu’une seule réponse correcte par question.

Question 1 (3 points)
L'unique solution = € [—%,0] de I'équation

cos(2x — 7) + \/gsin(g —2z)=1

est
—57 - - -7
W= He=13 He=51 He=—;
—Tr - —57 —3r
€r= —— r = — €r= ——o r= ——
D 12 D 4 D 12 D 8
Correction : L'équation est équivalente a cos(2x + {5) = % dont les solutions sont données par
x =TI 4 km ou x = =5* + kn. La solution dans I'intervalle demandé est donc —5m /24.
Question 2 (3 points)
Soit S I'ensemble solution de I'inéquation
3
tan(2z) < \2_, x € [0, 7]
Alors S est
[ ] une union de 6 intervalles disjoints. [ ] unintervalle.
[ ] une union de 2 intervalles disjoints. [ ] une union de 5 intervalles disjoints.
[ ] une union de 4 intervalles disjoints. I une union de 3 intervalles disjoints.

Correction : Les solutions de tan(2z) < v/3/3sont — % + kT <z < Z + kZ.
S = [0,w/12)U]x /4, T /12]U]37 /4, 7].

Question 3 (2 points)

Le nombre oo = arctan(—3) + arctan(—3) est égal a

O3 O m-: O

Correction : On utilise la formule tan(a + b) = 2RO avec a = arctan(—3}) et b =

arctan(—3) on trouve tan(a) = —1. Comme on localise o €] — m,0[ il en résulte que a = —7%.
Question 4 (3 points)
Soit m > 0 un parametre. Donner I’ensemble solution § C R, en fonction de m, de I'inéquation

V(xz —m)(xz+m) < V8m.

M s =] - 3m,—m] U [m,3m]| []S=]—3m,3m]|
[]8=]—+v3m,—m]U[m,v3m] (] 8 = [m,3m]
Correction : Domaine de définition: le membre de gauche est défini <= =z ¢] — m,m|.
Donc Dges =] — 00, —m] U [m, +ool.

Sous la condition @ € Dgey On peut élever au carré I'inéquation (car m > 0 comme donné dans
I’énoncé) qui devient:

(x —m)(z+m) < 8m? < 2> —m? < 8m® < 2> -9m? <.
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Or z? — 9m? = (= — 3m)(x + 3m) et donc

S =] — 3m,3m[NDgey =] — 3m, —m] U [m, 3m|,

Question 5 (3 points)
L’ensemble solution S de I'inéquation

1-z|<2-]a| <€R,

est

.SZ[—%»%] DSZ[_%a%] DSZ[ng] DSZ[_L%

Correction : On doit résoudre (a) : 1 —x < 2 —|z| <= |z] < 1+zet (b)l—z >
-2+ |z] <= |x| < 3 —x. On applique a nouveau le théoréme pour résoudre (a.1)
r<1l1l4+zxzet(a2)x>-1—zxzet(bl)x <3—=xet(b.2) x> =x— 3. On doit donc inter-
secter RN [—2,+oo[N] — o0, 3] NR =[—1,3].

Question 6 (2 points)

On considére I'affirmation A: “pour tout réel = > 0, il existe m € N* tel que
La négation de A est

% S wu.
M ‘il existe z > 0 tel que = < X pour tout m € N*”

[ ] “il n’existe aucun = < 0 tel que = < X pour tout m € N*”

[ ] “il existe = < 0 tel que @ < X pour tout m € N*”

[] “il existe = > 0 tel que @ > L pour tout m € N*”

Correction : On applique les régles de négations des opérateurs logiques "il existe" et "pour

tout". ,
Question 7 (2 points)
Soit z = ? — % € C. Alors 28 est égal a
1, V38, V3 4 1 V3. 1, V3.
WG+ HES L] —3 - L] 3+
EEEES O-¢-4 O-%+3 O0F-4
Correction : Sous forme polaire, on a z = [1, 7] d’ou 2® = [1, —4?"].
Question 8 (2 points)
Soit a > 0. Alors pour tout = > 0, I'expression log. () est égale a
[] —log,(2) [ log,(—2) []logs(2) M oz, (%)
o — In(z) _ _In(z) _ In(Q/z) _
Correc_t/on :Ona logll/a(w) = 1n?17a) = —12(:;) = ‘}n(af =log,(1/x).
Question 9 (3 points)
Pour quelles valeurs de m € R, m # 1, le sommet de la parabole d’équation
P(zx)=(1—-m)x? +2mx +1
est-il strictement a gauche de la droite verticale d’équation z = —1 ?
Dme]%,+oo[. Dme]—oo,%[.
.me]%,l[. [ me]-1,1].
[ ] me]—oo,—1[U]1, +o0]. DmG]—oo,%[U]l,—I—oo[.
Correction : L'abcisse du sommet est en xg = 2(_12—7::1) = .. Onrésout 7= < -1 <=
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2m-l <0 <= m €]1/2,1].

m—1
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans |'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les
étapes de votre raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases a
cocher: elles sont réservées a la correction.

Question 10: Cette question est notée sur 3 points.

B [ [ L[5
Pour tout n € N*, on définit

S, =2%+4%4+6%4+8% 4 ... + (2n)3.

Montrer que pour tout n € N* on a

Sp = 2n?(n + 1)>2.
Solution
On montre le résultat par récurrence :
* Etape 1 : initialisation pour n = 1.
OnaS; =(2-1)3=8=2-12(1 + 1)2. Donc le résultat est vrai pour n = 1

 Etape 2 : pas de récurrence

On suppose que le résultat est vrai pour n € N* et on montre qu’il est vrai également
pour nn + 1.

On doit donc montrer que
Spnt1=2n+1)3((n+1)+1)2 =2(n+1)*(n+2)2

sachant que S,, = 2n?(n + 1)2.
On calcule S, 41 :

Sny1=2"+47+ 6"+ ...+ (2n%) + 2(n +1))° = Su+(2(n+1))°
def. Sp
= 2n’(n+1)24+8(n+1)> =2(n+1)2(n? +4(n+1)) = 2(n + 1)%(n + 2)2.

hyp.recurrence
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Question 11: Cette question est notée sur 5 points.

B [ R B s

Soit P(z) = z* + 2% + 222 + = + 1.
(a) Calculer P(3).
(b) Décomposer P en facteurs irréductibles dans Rz].

(c) Décomposer P en facteurs irréductibles dans CJx].
Solution

(@) OnaP(i)=1—i—24+i+1=0.

(b) On remarque que P(¢) = i* +i®* +2i24+i+1=1—3—2+4i+1 =0 et comme P est
a coefficients réels on a que P(—¢) = 0 (un calcul simple le montre aussi). Donc P est
divisible par (z — i) (z + i) = =% + 1.

En effectuant la division polynomiale (ou double Horner) on trouve P(z) = (2 4+ 1)(z2 +
x+1).
Alternative : en regroupant les termes on a

Plx)=(z*+22°+ 1)+ +z= (2 +1)? +z(x>+1) = (22 +1)(z*>+1+x).

(c) Ci-dessus on a trouvé que i et —i sont racines de P. Les deux autres racines complexes
se trouvent grace au discriminant: 22 4+ z + 1 = (z — =1£Y8%)(z — =1=¥8i) | e polyndme
se factorise alors comme

—14/3i —1—+/3i

)@ — ———)-

P(z) = (z — i) (= +i)(z — 5 5
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Question 12: Cette question est notée sur 4 points.

B Ll E[ L[

Dans le plan complexe, on donne z; = —1 — ¢ et 2o = 2 4+ 4. Calculer z3 et z4 pour que le
triangle z52z32z4 soit tel que

¢ |z4 — 22| = |23 — 22| = 2v/2|z1 — 22|,

* I'angle au sommet z, est droit,

* |la droite passant par z; et z5 est la bissectrice de I'angle au sommet z,,
* Im(z4) < O.

Les points z3 et z, doivent étre donnés sous forme cartésienne, et ne doivent pas contenir de
fonctions trigonométriques.
Solution On représente la situation ci-dessous.

z3

Z4

Pour construire z3 on fait tourner le segment z;z, d’un angle —7 autour de z; et on multiplie
sa longueur par 2+/2. Pour z4, on fait de méme en faisant tourner cette fois d’un angle Z-On
a donc

23 — 23 = [2V/2, —7 /4] - (21 — 22) €t 24 — 25 = [2V2,70/4] - (21 — 22)
= 23 = [2V2,—7/4] - (21 — z2) + 22 et z4 = [2V/2,w/4] - (21 — 22) + 22

On calcule alors

V2 V2

z3 = 2v/2 (cos(—m/4) + isin(—7/4)) - (=3 — 2i) + 2+ i = (2\/522 - 2\/51'2) (-3 —2i)+2+1

=(2—2i)-(—3—2i)+2+1
= —8+3i
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z4 = 2v/2 (cos(n/4) + isin(n/4)) - (=3 — 2i) + 2+ i = (2\/52‘2/i + 2\/512*2@) (-3 —2i)+2+14
=(2+2i)-(—3—-2i)+2+1
= —9i

Alternative : il est également possible de construire un autre triangle satisfaisant les conditions
demandées en appliquant une symétrie centrale de centre 2z, au triangle z,z3z4 construit ci-

dessus.
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Question 13: Cette question est notée sur 5 points.
W (L[ R[]

Résoudre I'inéquation suivante par rapporta z € R :

@

—3z —2z —_Z —
e 32 —e 22 L e72 < In(e®)e 2.

Solution
En utilisant que In(e®) = 31In(e) = 3, on récrit I'inéquation comme

—3z —2z —z
e 32 —e722 —2e732 < 0.

On pose a présentt = e~*/2 > 0 et on doit résoudre

-t —2t<0ett>0 < tt+1)(t—2)<0ett>0
<~ (t+1)(t—-2)<0ett>0 < t€]o,2].

D’ol on a
—&
0<e <2 — - <) < z>-2In(2).

D’ou I'ensemble solution est
S =[—2In(2), 4ool.
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