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Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,
il contient 12 questions et 20 pages, les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table et vérifiez votre nom et votre numéro SCIPER sur la
premiére page.

e Aucun document n’est autorisé.

e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant 1’épreuve.

e Pour les questions & choix multiple, on comptera:
les points indiqués si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.

e Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant se réserve le droit de annuler.

e Les dessins peuvent étre faits au crayon.

¢ Répondez dans l'espace prévu (aucune feuille supplémentaire ne sera fournie).

e Les brouillons sont & rendre mais ne seront pas corrigés.

Respectez les consignes suivantes | Observe this guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer | ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
Antwort auswahlen NICHT Antwort auswahlen Antwort korrigieren
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ce qu'il ne faut PAS faire | what should NOT be done | was man NICHT tun sollte
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Quelques formules de trigonomeétrie

Formules d’addition :

sin(z + y) = sinzx cosy + cosz siny cos(z +y) =cosx cosy —sinz siny
tanz + tany

t =
an(@ +y) 1 —tanz tany

Formules de bissection :

1 —cosz 1+cosz 1 —cosz
2z 2z 2/
zy_ - 7% 2(2y = 1 7P t zy - - 7%
sin”(5) ) cos™(5) 5 an”(3) Tp——
Formules de transformation produit-somme :
1
cos(z) - cos(y) = i[cos(x +y) + cos(x — y)]
. . 1
sin(z) - sin(y) = fi[cos(:z: +y) —cos(z —y)]
. 1. .
sin(z) - cos(y) = i[sm(x +y) +sin(x —y)]
Formules de transformation somme-produit :
cosz + cosy = 2cos(ZHY) cos(E5Y) cosz — cosy = —2sin(*5¥) sin(25¥)
sinz + siny = 2sin(%HY) cos(45Y) sinz — siny = 2 cos( %) sin(25Y)
Expressions des fonctions trigonométriques en fonction de tan(%)
2tan(3) 1 — tan?(%) 2tan(3)



[T N +1/3/58+

Premiére partie, questions a4 choix unique

Pour chaque question, marquer la case correspondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y
a qu’une seule réponse correcte par question. Une bonne réponse vaut le nombre de points indiqués. Une
mauvaise réponse, plusieurs réponses ou aucune réponse vaut 0 point. Il n’y a pas de points négatifs.

Toutes les questions sur cette page se rapportent au méme énonceé.

On énonce la proposition suivante :

T:Ve,ye R, (z>0ety>0)=ay>0.

Question 1 (2 points)
Parmi les propositions suivantes, laquelle est la contraposée de T 7
|:| Ve,y e R,(z <0ety <0)=zy <0.
- Ve,y e Roay <0= (z <0ouy<0).
D Jz,y e R, (x <0ouy<0) et xzy <O0.
|:| Jr,yeRzy<0et (x<0ouy<0).

Correction : La contraposée de Vx € E, P(x) = Q(z) est Vx € E,nonQ(z) = nonP(x). La négation du

"ou" est le "et”. .
Question 2 (2 points)

Parmi les propositions suivantes, laquelle est la négation de T ?
- Jz,y e R, (z>0ety>0) et zy <O0.
[ ]3z,yeR, (z<0ety<0) et ay <0.
[ ] Vaz,yeR,(z <0ouy<0)= ay <0.
D Ve,y e R,(x <0ouy<0) et azy <O0.

Correction : La négation de Vx € E, P(x) = Q(z) est 3z € E, P(z) et nonQ(x).
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Question 3
Soit E C R I'ensemble des valeurs du paramétre m pour lesquelles la parabole y = (m? + 1)x? + 2ma est
strictement au-dessus de la droite y = z — 1. Alors
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Correction : On doit imposer que (m? + 1)z% + (2m — 1)z + 1 > 0 pour tout x ce qui revient @ demander
que A=—-4m -3 <0< m > —%,puisquem2+1>0.

Question 4 (2 points)

La valeur exacte de angle 8 = arctan(}) + arctan(3) est

[Js=12
[1B8=-xz.
[Js=-7.
W=7

Correction : On calcule tan(B) grdace a la formule tan(z + y) =
1 1
sty _

11 —
1-33

% On trouve tan(arctan(%) +

)
arctan(3)) = =1. De plus on a que 0 < arctan(3) < T et 0 < arctan(3) < Z donc 0 < 3 < %

ool

et tan(B) = 1 ce qui montre que = F.
Question 5 (2 points)
L’ensemble S des solutions de I'inéquation |z — 5| > = — 2 est

Correction : On résout la paire d’inéquations : t —5>x—2ouxr—5<2—1x.
Question 6 (2 points)

La valeur de
(2-9)(B+)(4—1)
14 20 4 3i2 + 443 + 54

est

0 =%
025
e

Correction : On calcule en utilisant les valeurs de i™.
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au
correcteur.

Question 7: Cette question est notée sur 4 points.
W (L[ k[

Pour tout n € N*, on définit

s, =k 1,2, 3, 4 5, 40
"_k:12k 2 4 8 16 32 7 2n
2
Montrer que, pour tout n € N*, on a S,, =2 — n;n .
Solution )
k 1 1+2
L’égalité est vraie pour n = 1: Z *=5 = 2— ;—1

k=1

Supposons ’égalité vraie pour un certain n > 1 et montrons que 1’égalité est vraie pour n + 1:

n+1 n
k E n+1 n+2 n+l n+3 (n+1)+2
Z?:Z?+2n+1:2_ on +2n+1:2_2n+1:2_ 2n+1 :
k=1 k=1
" - . = n+2
On conclut ainsi par le principe de récurrence que Z ok =27 on pour tout n € N\ {0}.

k=1
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Question 8: Cette question est notée sur 5 points.

W ([ Rl L[kl

Résoudre I'inéquation suivante par rapport & € R et en fonction du paramétre m € R:

r+m
20 +m —
Solution
L’ensemble de définition est Dy = R\ {—75}.
En passant tout du méme coté,
3z +m >0
20 +m —

Le numérateur change de signe en —7, et le dénominateur en —7.

e Sim >0, alors =7 < —m/3 et le tableau des signes donne

Sz]—oo,—%[u [—%,—Foo[.

e Sim <0, alors —7 > —*¢ et le tableau des signes donne

2
§ = ]~00,~ 2] U] %, +oo[.

e Sim =0, alors S = R*.
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Question 9: Cette question est notée sur 3 points.

W [ L[k[

Soit le polynome P(z) = x* + 2% + 22 + x + 1. Effectuer la division de P(z) par Q(r) = x + 2 dans R[z], et
donner le reste.

Solution

Avec le schéma de Horner:

1 1 1 1 1
-2 -2 12| -6 10
1| -113|-5]| 11

On trouve ainsi que P(x) = S(z)(z + 2) + R(x) avec S(z) = 2® — 2% + 3z — 5 et R(z) = 11 = P(-2).

Autre facon de calculer le reste: R(z) = P(—2)=16—-8+4—-2+1=11.
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Question 10: Cette question est notée sur 5 points.
W [kl

Résoudre ’équation suivante par rapport & = sur I'intervalle donné :
cos (2w + g) + sin (2:{: + g) =1, =z€]l0,2n].

Solution
Etape 1 : on résout pour z € R. On pose tout d’abord y = 2x + % et on résout

cos(y) + sin(y) = 1.

En normalisant I’équation, on doit résoudre

1 1 1
73 cos(y) + 2 sin(y) = 73

rinfys3) < (]
sin (y 1 =sin 1

T s s 3T
<:>y+z—z+k27rouy+z—z+k27r
<:>y:k2ﬂ'0uyz%+k27r
@xz—%—&—kwouzz%—l—lm.

Etape 2 : on sélectionne les solutions qui appartiennent & [0,27]. On a donc

g [om Ur 7w 137
1676 7120 12 [

Alternative : A la premiére étape résoudre en cosinus et choisir

(- 5) = ().
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Question 11: Cette question est notée sur § points.

W ([ Rl L[kl

Calculer les racines sixiémes de w = —644. Pour chaque racine, donner sa forme polaire. Représenter
schématiquement ces racines dans le plan complexe en indiquant clairement leur module et leur argument.
Solution

Commencons par exprimer w sous forme polaire: puisque |w| = 64 et qu’on peut prendre comme argument

le méme que celui de —i, & savoir —3, on a que

w=[64; -]

Par le résultat vu au cours (qui utilise la formule de Moivre), on sait que w posséde exactement 6 racines

sixiémes, données par 28 = w et donc en passant par la forme polaire:

20 =1[r,0)° =[r°60] =w =[64; — 7]

et finalement

_m 19
= 6M5‘l%lg =[2i-FH+k3], k=01,2345.
Les 6 racines sont données par
zZ0 = [2; —%]
a=[2 %3 =2 %
n=l2i-p+ ) =27
= (2 -5+ %] = [2: ]
=2 + 5] = [2
a= 2 -5+ %] =2 4]

Ces points sont tous sur le cercle de rayon 2 centré a l'origine, aux sommets d’un hexagone régulier:
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Question 12: Cette question est notée sur 6 points.
W [ klk [k

Résoudre par rapport & x € R I'inéquation

x 3
2+logy(z —2) +logy (z +3) > logy (E) —logs <1+m>'

Solution

Etape 1 : on établit d’abord le domaine de définition. On doit satisfaire :
e rx—2>0&z2>2
e x+3>0&x> -3
e t>0s2>0
e >0 r+1>080> -1

D’ou Ddef :]2, +OO[
Etape 2 : on résout sur Dg.¢ en utilisant les propriétés du logarithme :

x 3
2 +logy(z —2) +logy (z +3) > logy (E) —logs (1+x)
1 z z+1
& logs (9) +1ogé((x —2)(z+3)) > log1 (E> +logy ( 3 )

& log, (;(x — )+ 3)) > log, (11837(:5 4 1)) .

En utilisant le fait que log% est décroissant (ou en appliquant ’exponentielle de base % de chaque coté) on
obtient finalement

log <;(x —2)(z+ 3)) > logs <118£C(£L + 1))

= %(;v—Z)(x—i—?)) < %x(w—i—l)
<2z —-2)(x+3)—z(z+1) <0
s +7-12<0

< (x—-3)(z+4) <0

< e [—4,3].

En intersectant avec Dg.r, on trouve finalement ’ensemble solution

S =]2,3].
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