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e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant 1’épreuve.
e Pour les questions & choix multiple, on comptera:
les points indiqués si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.
e Pour les questions de type vrai-faux, on comptera:
+1 point si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.

e Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.
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Quelques formules de trigonométrie

Formules d’addition :
sin(z +y) = sinx cosy + cosz siny cos(z +y) = cosx cosy —sinx siny
tanz 4 tany

t =
an(@ +y) 1 —tanx tany

Formules de duplication :
sin(2x) = 2sin(z) cos(x) cos(2z) = cos?(z) — sin®(x) = 1 — 2sin*(x) = 2cos?(z) — 1.

Formules de bissection :
1—cosx 1+ cosx 1—cosx
2/ 2/x 2/x
S1n LY — Ly — t n Ly —
ot (2) 2 COS(Z) 2 a (2) 1+ cosx

Formules de transformation produit-somme :

cos(z) - cos(y) = %[cos(w +y) +cos(x —y)]

sin(x) - sin(y) = —%[cos(m +y) — cos(z — y)]
sin(z) - cos(y) = %[Sin(m +y) +sin(z —y) ]

Formules de transformation somme-produit :
cosz + cosy = 2cos(ZHY) cos(E5Y) cosx — cosy = —2sin(“H¥) sin(*5)

sinz + siny = 2sin(%3¥) cos(%5Y) sinxz — siny = 2cos(5¥) sin(*5¥)

Expressions des fonctions trigonométriques en fonction de tan(%)

1 — tan?(%)

— tanx =
1 +tan®(3)

2tan(3) B 2tan(3)
cosr= 1— tan?(2)
2

sine = ———"—
1+ tan?(%)
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Premiére partie, questions & choix multiples

Pour chaque question, marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu'une seule réponse correcte par question.

Une bonne réponse vaut le nombre de points indiqués. Une mauvaise réponse, plusieurs réponses ou aucune
réponse 0 point. Il n’y a pas de points négatifs.

Question 1 (2 points)
Soit un référentiel F sur lequel sont définies trois propriétés P, Q) et R. Soit T' la proposition définie par

T:Vxe E, P(x) = (Q(x) ou R(x)).
Parmi les propositions ci-dessous, laquelle correspond & la contraposée de T 7

[ ] 3z € E, (non Q(z) et non R(x)) = non P(x)
[ ] 3z € E,non P(x) et (non Q(z) et non R(zx))
B vz € E, (non Q(z) et non R(x)) = non P(x)
[ ] vz e E,(Q(z) ou R(z)) = P(x)

Question 2 (2 points)
Soit un référentiel F sur lequel sont définies deux propriétés P et Q. Soit T la proposition définie par

T:Vx e E,Jy € E,P(z) & Q(y).
Parmi les propositions ci-dessous laquelle correspond & la négation de T 7

D Jz € E,Vy € E,non P(xz) < non Q(y)

B 3z c E,vy € E,(P(z) et non Q(y)) ou (non P(z) et Q(y))
[ ] 3z € E,vy € E, P(z) et non Q(y)

[ ] VyeE,3z € E,non Q(y) < non P(x)

Question 3 (2 points)
1
Soit le polynome Q(z) = Zzz — (m +2)z 4 7+ 2m? ot m € R. Pour quelles valeurs de m le polynome Q

admet-il deux racines réelles distinctes ?

B3] [ Ime]—3-1[

[ ] me]—o0,1[U]3, +00l. [ ] me]—o0,—1[U] — 3, +].
Question 4 (3 points)
Le polynome P(z) = 2* — 223 + 522 — 82 + 4 posséde

D trois racines réelles et une racine complexe.

|:| deux racines réelles doubles.

|:| deux racines réelles distinctes et deux racines complexes conjuguées.

- une racine réelle double et deux racines complexes conjuguées.
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Deuxiéme partie, Vrai ou faux

Répondre par vrai ou faux. Une bonne réponse vaut +1 point, une mauvaise -1 point, aucune réponse 0
point.

Question 5  Soit a > 0,a # 1, un nombre réel. L’équation

1 1
2x i
a“® + 50 5 = 0
posséde une unique solution z € R.
- VRAI |:| FAUX

Question 6  La fonction f(x) =In (arccos ( o glif )) est bien définie en x = 0.

[ ] VRAI B raux

-2
Question 7 Siz = 1—;, alors

arcsin (sin (595 — g)) =dxr — g

[ ] VRAI B raux



N N BEN +1/5/56+

Troisiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au
correcteur.

Question 8: (Cette question est notée sur 3 points.
T ein’

Montrer par récurrence que l'inégalité suivante est vérifiée pour tout entier n > 4 :
3" >4n(n+1).

Solution
Phase d’initialisation . Pour n = 4, on obtient

3'=81>80=4-4>+4-4.

Pas de récurrence . Supposons que l'inégalité est vraie pour un certain entier n > 4, et montrons qu’elle est
encore vraie pour n + 1 :

3"t =3.3" >3 4n(n+1)

=4(n+1)(3n) > 4(n+1)(n +2).

La derniére inégalité, 3n > n + 2, est vraie pour tout n > 1.
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Question 9: Cette question est notée sur 5 points.
W [kl

Résoudre ’équation suivante par rapport a la variable z € R et en fonction du paramétre m € R :
|ma? — 5x| = ma®.

Solution

Domaine de positivité : Dyos = {x € Rlma?* > 0}. On étudie le signe de la parabole ma? :
sim<0,ma2>0<2=0.Sim>0, me2>0Vz eR.
D’ou :

sim < O,Dpos = {O}, sim > Opros =R

Résoudre les équations : mx? — 5z = mx? (a), ma? — 5z = —ma? (b).
ma?—br=ma’<zr=0.0¢ D,,s pour tout m € R, d’ou S, = {0}.

ma? —x = -—ma? < 2(2mz —5) =0z =0o0uz = 5= (m #0).

0 € Dpos pourtoutmet%EDpOS@m>0. Dot S, = {0} sim <0 et Sb:{O,%} sim > 0. .

Résumé et conclusion
e sim<0,5=5,US,={0}.
esim=0,5=5,US, ={0}.

e sim>0,5=5,US ={0,5}.
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Question 10: Cette question est notée sur 5 points.

W ([ Rl L[kl

Résoudre I’équation suivante, pour = € [—m,0] : sin(3z) + cos(3z) = g
Solution
Normalisation :

sin(3z) + cos(3z) = L2 & %

sin(3x) + % cos(3z) = 1 < sin (X + 3z) =sin ()
Recherche de toutes les solutions :

3r+ 45 =% tkmoudzr+ 7} :5%4—1{:277,/662.
D’ou les solutions :

mlz—%—i—k%ﬂ ou:vgzg—g—&—k%”,keZ.

Filtration : On cherche maintenant k pour que 2 € [—,0]. En visualisant dans le cercle certaines solutions,
on constate qu’on peut choisir

z1 avec k =0,—1 et x5 avec k = —1.

D’ou les solutions finales

_ [ =170 —m =257
S_{ 6 ° 36°

3 36 7
—497 _
36 ’k_
iy,
Tt =0
k=1
—T
—25m _
36 ’k_
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Question 11: Cette question est notée sur 6 points.

B (LBl kL) [
Résoudre I'inéquation suivante par rapport a x € R:

2
2 + 4logs <\3[> > logs(z) + logs(2 — 2x).

Solution

e Domaine de définition :
Dot = {z|z > 0 et 2 — 22 > 0} =|0, 1].

e On résout sur Dger :
2
2 + 4log, <\3f> > logs(x) + logs(2 — 2x)

4
< 2logs(3) + logs (81) > logs(x(2 — 2z))

4
< logs(9) + log, (81) > log,(z(2 — 2x))
4
& logy () > log (x(2 — 22)
4
9 4
& 20 — 2+ § >0

2
S22 -z +32)>0

9
1 2
@2(x—§)(:cf§)>0
Sz €] — 1U2 =5
x Ooag[ ]574‘00[* 1

e En intersectant avec le domaine de définition, on trouve I’ensemble solution

1. .2

S = Dger N S1 =0, g[U}g, 1.
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Question 12: Cette question est notée sur 4 points.
B (L[

Calculer les racines quatriémes de w = —8 — 8y/3i. Pour chaque racine, donner sa partie réelle et sa partie
imaginaire. Ensuite, représenter ces racines dans le plan complexe, en indiquant clairement leur module et
leur argument.

Solution

Commencons par écrire w sous forme polaire:

w=-8-8V3i=16(—1 - L) =[16, 4].

Donc ses racines quatriémes sont

ir 42k
2 = | V16, 32 q k=0,1,2,3,
ce qui donne
202[27%]:14_\@17
21:[2>%}:_\/§+i7
z=[2,47] = -1 - V3i,
23_[2,%]:\/§—i

On représente ces points dans le plan complexe, avec module et argument:

20

Z1

)



® [ W N . +1/10/51+

Question 13: Cette question est notée sur 5 points.
W [kl

On considére, dans le plan complexe, un triangle de sommets z1, zo et z3 tel que
|23 — 22| = 2|21 — 29|,
et tel que I'angle d’ouverture en z5 est égal & =*. Si on suppose que Im(z3) > 0 et que
2 =—1+1, 29 = 3V2 4 21,

calculer z3 et donner sa partie réelle et sa partie imaginaire.
Solution Figure d’étude:

%3
22
Z1 /
2
On obtient z3 en ramenant 2o a lorigine, puis en appliquant sur z;
(a) une rotation d’angle 6 = +3%, suivie
(b) d’une homothétie de rapport A = 2.
Ceci s’exprime, dans C, par deux multiplications:
23 — k2 = [27 0} [17 :t%n—](zl - 22) ’
c’est-a-dire
2’3—[2 O][ ](2’172’2)%*22.

Donc dans un cas

2N
2 1 2) ((~1+1) — (3v2 +21)) + (3v/2 + 2i)
2 4+ i)((_1 —3v2) —i) + (3v2 +2i)
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et dans autre

0J[1, —%f]
(J V2

(z1 — 22) + 22
2 2

=[2,

2 )((—1+1) — (3V2 +2i)) + (3v2 + 2i)
2(— 2 lﬁ)

2

(6+

(- (
2)((—1 = 3v2) —1) + (3v2 + 2i)
(3+ (V2+3)i) + (3V2 + 2i)
f) (2V2 + 8)i.

Puisque Tm(z3") < 0 et que Im(z3 ) > 0, le point demandé est

z3 =25 = (64+3V2) + (2V2 + 8)i.



