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�������� ���������� �

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y

tan(x+ y) =
tanx+ tan y

1− tanx tan y

�������� �� ����������� �

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) cos(2x) = cos2(x)− sin2(x) = 1− 2 sin2(x) = 2 cos2(x)− 1.

�������� �� ���������� �

sin2(x2 ) =
1− cosx

2
cos2(x2 ) =

1 + cosx

2
tan2(x2 ) =

1− cosx

1 + cosx

�������� �� �������������� ������������� �

cos(x) · cos(y) = 1

2
[ cos(x+ y) + cos(x− y) ]

sin(x) · sin(y) = −1

2
[ cos(x+ y)− cos(x− y) ]

sin(x) · cos(y) = 1

2
[ sin(x+ y) + sin(x− y) ]

�������� �� �������������� ������������� �

cosx+ cos y = 2 cos(x+y
2 ) cos(x−y

2 ) cosx− cos y = −2 sin(x+y
2 ) sin(x−y

2 )

sinx+ sin y = 2 sin(x+y
2 ) cos(x−y

2 ) sinx− sin y = 2 cos(x+y
2 ) sin(x−y

2 )

����������� ��� ��������� ���������������� �� �������� �� tan(x2 ) �

sinx =
2 tan(x2 )

1 + tan2(x2 )
cosx =

1− tan2(x2 )

1 + tan2(x2 )
tanx =

2 tan(x2 )

1− tan2(x2 )
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���� ������ ��������� ������� �� ���� �������������� � �� ������� �������� ���� ����� �� �������� �� ��� �

������ ����� ������� �������� ��� ���������

��� ����� ������� ���� �� ������ �� ������ ��������� ��� �������� �������� ��������� �������� �� ������

������� � ������ �� ��� � ��� �� ������ ���������

�������� � �� �������

���� �� ����������� E ��� ������ ���� ������� ����� ���������� P,Q �� R� ���� T �� ����������� ������ ���

T : ∀x ∈ E,P (x) ⇒ (Q(x) �� R(x)).

����� ��� ������������ ����������� �������� ���������� � �� ����������� �� T �

∃x ∈ E, (��� Q(x) �� ��� R(x)) ⇒ ��� P (x)

∃x ∈ E, ��� P (x) �� (��� Q(x) �� ��� R(x))

∀x ∈ E, (��� Q(x) �� ��� R(x)) ⇒ ��� P (x)

∀x ∈ E, (Q(x) �� R(x)) ⇒ P (x)

�������� � �� �������

���� �� ����������� E ��� ������ ���� ������� ���� ���������� P �� Q� ���� T �� ����������� ������ ���

T : ∀x ∈ E, ∃y ∈ E,P (x) ⇔ Q(y).

����� ��� ������������ ���������� �������� ���������� � �� �������� �� T �

∃x ∈ E, ∀y ∈ E, ��� P (x) ⇔ ��� Q(y)

∃x ∈ E, ∀y ∈ E, (P (x) �� ��� Q(y)) �� (��� P (x) �� Q(y))

∃x ∈ E, ∀y ∈ E,P (x) �� ��� Q(y)

∀y ∈ E, ∃x ∈ E, ��� Q(y) ⇔ ��� P (x)

�������� � �� �������

���� �� �������� Q(z) =
1

4
z2 − (m + 2)z + 7 + 2m2 �� m ∈ R� ���� ������� ������� �� m �� �������� Q

�������� ���� ������� ������� ���������� �

m ∈]1, 3[�
m ∈]−∞, 1[∪]3,+∞[�

m ∈]− 3,−1[�

m ∈]−∞,−1[∪]− 3,+∞[�

�������� � �� �������

�� �������� P (z) = z4 − 2z3 + 5z2 − 8z + 4 �������

����� ������� ������� �� ��� ������ ���������

���� ������� ������� ��������

���� ������� ������� ���������� �� ���� ������� ��������� �����������

��� ������ ������ ������ �� ���� ������� ��������� �����������
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�������� ��� ���� �� ����� ��� ����� ������� ���� �� ������ ��� �������� �� ������ ������ ������� �

������

�������� � ���� a > 0, a ̸= 1, �� ������ ����� ����������

a2x +
1

2
ax − 1

2
= 0

������� ��� ������ �������� x ∈ R�

���� ����

�������� � �� �������� f(x) = ln
�
arccos

�√
1+x

x2+1

��
��� ���� ������ �� x = 0�

���� ����

�������� � �� x =
−2π

15
� �����

arcsin
�
sin

�
5x− π

3

��
= 5x− π

3
.

���� ����
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�������� ���� �������� ������ ����� ������� ���� ���� ������������� ��������� ������ ��� ������ �� �����

������������ ������� ������ ���� ����� �������� ������� ������ ��� ����� � ������ � ����� ���� ��������� ��

�����������

�������� �� ����� �������� ��� ����� ��� � �������

� � � �

������� ��� ���������� ��� ����������� �������� ��� ������� ���� ���� ������ n ≥ 4 :

3n ≥ 4n(n+ 1).

��������

����� ���������������� � ���� n = 4, �� �������

34 = 81 ≥ 80 = 4 · 42 + 4 · 4.

��� �� ���������� � ��������� ��� ����������� ��� ����� ���� �� ������� ������ n ≥ 4, �� �������� ������� ���

������ ����� ���� n+ 1 :

3n+1 = 3 · 3n ≥ 3 · 4n(n+ 1)

= 4(n+ 1)(3n) ≥ 4(n+ 1)(n+ 2).

�� �������� ���������� 3n ≥ n+ 2, ��� ����� ���� ���� n ≥ 1.
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� � � � � �

�������� ���������� �������� ��� ������� � �� �������� x ∈ R �� �� �������� �� ��������� m ∈ R �

|mx2 − 5x| = mx2.

��������

������� �� ���������� � Dpos =
�
x ∈ R|mx2 ≥ 0

	
� �� ������ �� ����� �� �� �������� mx2 �

�� m < 0� mx2 ≥ 0 ⇔ x = 0� �� m ≥ 0� mx2 ≥ 0 ∀x ∈ R�

���� �

�� m < 0, Dpos = {0}� �� m ≥ 0, Dpos = R �

�������� ��� ��������� � mx2 − 5x = mx2 (a), mx2 − 5x = −mx2 (b).

mx2 − 5x = mx2 ⇔ x = 0� 0 ∈ Dpos ���� ���� m ∈ R� ���� Sa = {0}�

mx2 − x = −mx2 ⇔ x(2mx− 5) = 0 ⇔ x = 0 �� x = 5
2m (m ̸= 0)�

0 ∈ Dpos ���� ���� m �� 5
2m ∈ Dpos ⇔ m > 0� ���� Sb = {0} �� m ≤ 0 �� Sb =

�
0, 5

2m

	
�� m > 0� �

������ �� ����������

� �� m < 0� S = Sa ∪ Sb = {0}�

� �� m = 0� S = Sa ∪ Sb = {0}�

� �� m > 0� S = Sa ∪ Sb =
�
0, 5

2m

	
�
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� � � � � �

�������� ���������� ��������� ���� x ∈ [−π, 0] � sin(3x) + cos(3x) =
√
2
2 �

��������

������������� �

sin(3x) + cos(3x) =
√
2
2 ⇔ 1√

2
sin(3x) + 1√

2
cos(3x) = 1

2 ⇔ sin

π
4 + 3x

�
= sin


π
6

�

��������� �� ������ ��� ��������� �

3x+ π
4 = π

6 + k2π �� 3x+ π
4 = 5π

6 + k2π, k ∈ Z.

���� ��� ��������� �

x1 = − π
36 + k 2π

3 �� x2 = 7π
36 + k 2π

3 , k ∈ Z.

���������� � �� ������� ���������� k ���� ��� x ∈ [−π, 0]� �� ����������� ���� �� ������ ��������� ����������

�� �������� ����� ���� �������

x1 ���� k = 0,−1 �� x2 ���� k = −1�

���� ��� ��������� ������

S =
�−17π

36 , −π
36 ,

−25π
36 ,

	
.

−π

7π
36 k = 0

31π
36 k = 1

55π
36 k = 2

−π
36 , k = 0

−25π
36 , k = −1

−49π
36 , k = −2
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� � � � � � �

�������� ������������ �������� ��� ������� � x ∈ R�

2 + 4 log3

 √
2

3

!
> log3(x) + log3(2− 2x).

��������

� ������� �� ��������� �

D��� = {x|x > 0 �� 2− 2x > 0} =]0, 1[.

� �� ������ ��� D��� �

2 + 4 log3

 √
2

3

!
> log3(x) + log3(2− 2x)

⇔ 2 log3(3) + log3

�
4

81

�
> log3(x(2− 2x))

⇔ log3(9) + log3

�
4

81

�
> log3(x(2− 2x))

⇔ log3(
4

9
) > log3(x(2− 2x))

⇔ 4

9
> x(2− 2x)

⇔ 2x2 − 2x+
4

9
> 0

⇔ 2(x2 − x+
2

9
) > 0

⇔ 2(x− 1

3
)(x− 2

3
) > 0

⇔ x ∈]−∞,
1

3
[∪] 2

3
,+∞[= S1

� �� ������������ ���� �� ������� �� ���������� �� ������ ���������� ��������

S = D��� ∩ S1 =]0,
1

3
[∪] 2

3
, 1[.
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� � � � �

�������� ��� ������� ���������� �� ω = −8 − 8
√
3i� ���� ������ ������� ������ �� ������ ������ �� �� ������

����������� �������� ����������� ��� ������� ���� �� ���� ��������� �� ��������� ���������� ���� ������ ��

���� ���������

��������

���������� ��� ������ ω ���� ����� ��������

ω = −8− 8
√
3 i = 16


− 1

2 −
√
3
2 i

�
= [16, 4π

3 ] .

���� ��� ������� ���������� ����

zk =
h

4
√
16,

4π
3 + 2kπ

4

i
k = 0, 1, 2, 3 ,

�� ��� �����

z0 = [2, π
3 ] = 1 +

√
3i ,

z1 = [2, 5π
6 ] = −

√
3 + i ,

z2 = [2, 4π
3 ] = −1−

√
3i ,

z3 = [2, 11π
6 ] =

√
3− i .

�� ���������� ��� ������ ���� �� ���� ��������� ���� ������ �� ���������

2

z0

2

z1

2

z2

2

z3
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� � � � � �

�� ���������� ���� �� ���� ��������� �� �������� �� ������� z1� z2 �� z3 ��� ���

|z3 − z2| = 2|z1 − z2| ,

�� ��� ��� ������� ����������� �� z2 ��� ���� �
3π
4 � �� �� ������� ��� Im(z3) > 0 �� ���

z1 = −1 + i , z2 = 3
√
2 + 2i ,

�������� z3 �� ������ �� ������ ������ �� �� ������ �����������

�������� ������ ��������

z1

z2

z+3

z−3

�� ������� z3 �� �������� z2 � ���������� ���� �� ���������� ��� z1

��� ��� �������� ������� θ = ± 3π
4 � ������

��� ����� ���������� �� ������� λ = 2�

���� ���������� ���� C� ��� ���� ����������������

z3 − z2 = [2, 0][1,± 3π
4 ](z1 − z2) ,

������������

z3 = [2, 0][1,± 3π
4 ](z1 − z2) + z2 .

���� ���� �� ���

z+3 = [2, 0][1,+ 3π
4 ](z1 − z2) + z2

= 2

−

√
2
2 + i

√
2
2

�
(−1 + i)− (3

√
2 + 2i)

�
+ (3

√
2 + 2i)

= 2

−

√
2
2 + i

√
2
2

�
(−1− 3

√
2)− i

�
+ (3

√
2 + 2i)

= 2

(
√
2 + 3)− 3i

�
+ (3

√
2 + 2i)

= (6 + 5
√
2)− 4i ,

y y
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z−3 = [2, 0][1,− 3π
4 ](z1 − z2) + z2

= 2

−

√
2
2 − i

√
2
2

�
(−1 + i)− (3

√
2 + 2i)

�
+ (3

√
2 + 2i)

= 2

−

√
2
2 − i

√
2
2

�
(−1− 3

√
2)− i

�
+ (3

√
2 + 2i)

= 2

3 + (

√
2 + 3)i

�
+ (3

√
2 + 2i)

= (6 + 3
√
2) + (2

√
2 + 8)i .

������� Im(z+3 ) < 0 �� ��� Im(z−3 ) > 0� �� ����� ������� ���

z3 = z−3 = (6 + 3
√
2) + (2

√
2 + 8)i .
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