Géométrie Analytique Semestre d’automne, CMS, EPFL

Série 5

Exercice 1. Dans le plan muni d’un repere, on donne :
A(3,4), B(5,—2) et C(0,2).
Calculer les coordonnées :

—
a. du milieu I de BC b. du vecteur %ﬁ + CA ¢. du point D tel que ABCD est un parallélogramme.

Solution: Figure d’étude :

U D(-2,8)

a. Pour obtenir les coordonnées du milieu de BC, il suffit de calculer les moyennes arithmétiques des coordonnées de B et C.

On trouve donc que I a pour coordonnées :
(5+0 —2+2)_(§ 0)
2 2 S 2o

—
b. Les vecteurs zﬁ et C'A ont repectivement pour coordonnées :

(5= () = (G22) = ()

—
dans le repéere employé. On trouve alors que le vecteur %zﬁ + CA a quant a lui pour coordonnées :

() ()= () ()= (5)



c. Appelons (x,y) les coordonnées de D. Comme ABCD est un parallélogramme, on sait que :
AD = BC.

En coordonnées, cela s’écrit :

GD-G)-() = (00 = {0

On trouve donc que D a pour coordonnées (—2,8).

Exercice 2. Dans le plan muni d’un repeére orthonormé direct, on donne :
A(5,2), B(—1,4) et C(1,6).

a. Quelle est aire du triangle ABC 7 Ce triangle est-il orienté directement ou indirectement ?
b. Calculer la norme de zﬁ . Déterminer un vecteur orthogonal a 1@ et de méme norme.

c. Déterminer ’angle orienté de A§ vers A( % Indication : calculer son sinus et son cosinus.

Solution:
Figure d’étude :

a. Les vecteurs E et @ ont respectivement pour coordonnées :

-1-5\ (-6 ot 1-5\ (-4
4-2 ) \ 2 6-2) \4)°
Comme le repere employé est orthonormé direct, on en déduit que aire orientée du parallélogramme construit sur @ et ﬁ

est égale a :

= -244+8=-16.

Le triangle ABC' a donc pour aire :
1
—|—16/=8
51— 16

(on obtient le triangle en ”coupant en deux” le parallélogramme) et il est orienté indirectement (on peut le vérifier sur le
dessin ci-dessus : quand on énumere A, B et C' dans cet ordre on tourne dans le sens des aiguilles d’une montre).



b. La formule pour la norme dans un repere orthonormé donne ici :

IAB| = /(—6)2 + 22 = /36 + 4 = 2V/10.

“(;)

est orthogonal a /TB> et de méme norme si et seulement s’il vérifie :

Un vecteur :

—6x+2y=0 y =3z y =3z y =3z
= = =
Va2 + 2 = 2v10 22 + (32)2 = 2V/10 V1022 = 2v/10 r=42.

Il y a donc deux vecteurs solutions du probleme posé, a savoir :

) (3

Remarque : comme le repeére est orthonormé direct, on peut affirmer que le vecteur 7+ est celui obtenu en faisant tourner
AB de —73. En effet, en plus de former un angle droit avec zﬁ et d’étre de méme norme, on sait que l’angle orienté de A
vers 7+ est négatif, puisque :

‘6 2

=-36-4=—4 .
) 6' 36 0<0

De méme, le vecteur U _ est celui obtenu en faisant tourner E de +73.

c. Notons 6 I'angle orienté de B vers xﬁ Comme le repere utilisé, notons-le R, est orthonormé direct, on sait que :

ABAC (o (y+24 w2
AB|AC]  VEOR T 2VAE T B 16V5 VB

cosf = ”

-6 —4
detr (AL, AC) ’2 4‘ ~16 1

ST ABIACT VOB AP E 16V V5

A D’aide d’une calculatrice on trouve alors 6 ~ —26.6°.

- -,

Exercice 3. Dans le plan muni d’un repere (O, ,7), on donne :
A(-1,3), B(2,1) et C(1,5).

a. Déterminer les coordonnées du milieu I du segment BC dans le repere (C, 1@, ﬁ)

b. Un point J a pour coordonnées (2,1) dans (B, zﬁ, B?) Quelles sont ses coordonnées dans (O, i, 7) ?
—

c. Calculer les coordonnées du point O dans le repere (C,CA, C@)

- -

Solution:  Avant de résoudre 'exercice, rappelons que les coordonnées du point M dans un repeére (O,4,j) sont obtenues en
décomposant le vecteur OM (reliant origine au point étudié) sur les vecteurs de base i et j. Autrement dit :

— N =
M(z,y) & OM=zi+yj.

La connaissance des coordonnées dans un repere permet donc d’écrire une égalité vectorielle, qui, correctement manipulée, donne
acces aux coordonnées dans un autre repere. C’est de cette maniere qu’on va résoudre les questions proposées.

a. Pour trouver les coordonnées de I dans le repére (C, B , E), on doit décomposer le vecteur 07 sur les vecteurs de base ﬁ
et E On trouve :

1 1 1
Cl = 5CB = —;AC + JAB.

On trouve donc que I a pour coordonnées (f%, %) dans le repere proposé.



b. Comme J a pour coordonnées (2,1) dans le repere (B, 1@, B?), on peut écrire :

BJ — 2L + BC.

Dans le repere (O, 1, 7), on sait que ce vecteur a pour coordonnées :

(57 62D =2 () (0) = () ()= Q)

Autrement dit, en termes vectoriels, on a :
BJ =57

Pour trouver les coordonnées de J dans (O, i, j) on doit maintenant décomposer O—J} sur les vecteurs de base i et ] :
OJ=0B+BJ =2 +))+5i=Ti+].

Finalement, on voit que .J a pour coordonnées (7,1) dans le repere (0,1, ).

. . e CO(L,5)

A(-1,3) & T T

3(2 )

—
c. Pour calculer les coordonnées demandées, on doit décomposer le vecteur @ sur les vecteurs de base C'A et C@ , C’est-a-dire
que ’on doit chercher x et y tels que :

C@:xﬁﬁ-y@.

En coordonnées dans le repere (O, 1, ), cette égalité vectorielle donne :

-1 . -1-1 n 2—-1 . -2 n 1\ [ —2x+y
5) "\ 3-5) " \1-5) T \2) TV \g) T\ ow —ay)
On va donc résoudre le systéeme suivant :
—2r4+y=-1 y=2zr—-1 y=2z—-1 =09
<~ <~ <~
-2z —4y=-5 -2z —4(2x—1)=—-5 10z =9 y=038.
. . . CA OB ,
Au final, on a donc montré que O a pour coordonnées (0.9,0.8) dans le repere (C,CA,CB), ou encore que l'on a la
décomposition :

CO=09CA+08CE.

Terminons par un dessin illustrant cette décomposition :



C(1,5)

0.9CA »

A(-1,3)
0.8CHB

0 B(2,1)

-,

Exercice 4. Dans le plan muni d’un repere (O, Z,]), on donne :

A(5,-3), B(12,-2), C(2,4), T (;”) et o (j) .

On sait aussi que ||7]| = 1, ||7]| = V2 et que I'angle orienté de 7 vers j vaut Z.
a. Trouver Dexpression du produit scalaire et de la norme, ¢’est-a-dire caleuler @ - ¥ et ||| en fonction de z,y, z’ et /.
b. Montrer que le triangle ABC' est isocele en A et calculer angle (géométrique) au sommet A.
c. Quelle est la nature du repere (O, ;,f— D ? Calculer les coordonnées de @ dans ce nouveau repere.

d. Retrouver les résultats du a. et du b. en utilisant le repere introduit au c.

Solution:
a. Par définition des coordonnées dans un repere, on a :
U=xi+yj et T =2ai+y].
En développant le produit scalaire on trouve alors :

- = (i +y)) - (@ +y5) = a2 i+ yy 1)+ ey +2'y)i g

D’apres ’énoncé, on sait de plus que :

=1, |7|I2=2 et i-j= 1.\/5.0052 =1.
On obtient donc I’expression suivante pour le produit scalaire :
UV =za' + 2y + 2y +2'y.

Pour la norme, on trouve :

||| = VW - = /a?+ 22 + 2ay.

b. Les vecteurs E et ﬁ ont pour coordonnées respectives :

(28)= () « (25)-(7)



Calculons alors leurs normes a ’aide de la formule trouvée au a. :

IAB| = V742 12+2-7-1=v65 et [|AC| =+/(=32+2-72+2-(-3)-7 =065,

Les cotés AB et AC ont la méme longueur : ABC est isocele en A. Appelons 6 angle géométrique au sommet A. On a donc :

AL - AC
AL - AC = |AB|[AC] cost o0 = ABIAC]

En utilisant ’expression du produit scalaire trouvée au a. et les calculs effectués ci-dessus, on obtient maintenant :

7-(=3)+2-1-7+7-7+1-(-3 39 3
cosf = (=3) + + +1-( ):7:7.

(v/65)2 65 5

A T’aide d’une calculatrice on trouve 6 ~ 53.1°.

0(2 4)

- 2 o
c. Les vecteurs ¢ et j — ¢ ont repectivement pour coordonnées :

ﬁ () = ()

dans le repere (O, f, 7). Les formules obtenues au a. permettent donc d’obtenir :

17—l =v(=12+2-1242-(-1)- (-1)=1 et i-(G—i)=1-(-1)+2-0-1+1-140-(=1)=0
Les vecteurs 7 et f— i sont unitaires et forment un angle droit : le repere proposé est orthonormé. Pour trouver les coordonnées
de ¥ dans ce repere, on cherche a le décomposer sur les deux vecteurs de base, a savoir iet ]"7 i. On trouve :

U=xity =@+y)ityd—i) = 7(%—;:{/) dans le repere (0,4,7 —1).

-

d. Dans le repere (O, ;j i), les vecteurs U et U ont pour coordonnées respectives :

(")« (,")
Yy y'

Comme ce repere est orthonormé, on peut employer les formules ”habituelles” pour le produit scalaire et la norme. On obtient
de cette maniere :
TV = (@ty) @ +y) +yy = ax’ +ay + 'y + 2y



1] = V(x+y)%+y2 = Va2 + 2ay + 242.

On retrouve donc bien les formules du a. Pour le b., commengons par calculer les coordonnées de A, B et C' dans le nouveau
repere. Pour cela, on peut aussi passer par des décompositions de vecteurs :

—
)

OA=57—3]=27—3(G-1)

OB =121 27 =10i —2( —7), OC =27 +4j=6i+4( 9
Dans le repere (O,Zj— ;), on a donc :

A(2,-3), B(10,-2), C(6,4).

C(6,4)

anciennement (2,4

A(2,-3)

* anciennement (5, —3

S8 60688 8 g8 A B SR A B PR E B NGB O § A BB E 888 B S DA A B A A ARG ARG A ARG AR AR E SR SRS AG A A DA AR ASEE AR R R B ARE ARaA HA RS RRRAR ARG

Les vecteurs E et E ont donc pour coordonnées respectives :

(22)=0) « (25)=0)

La formule pour la norme en repere orthonormé donne alors :
IAB| = V8 + 12 = V65 et [AC| = 42 + 7 = v/65.

Pour I'angle 6, on utilise la formule du produit scalaire en repere orthonormé :

AL-AC  8-4+1.7 39 3

O EBAC T (e 65

On retrouve bien les résultats obtenus au b.

Exercice 5. Dans le plan muni d’un repere, on donne les vecteurs suivants, ou « est un parametre réel :

3 14+ 2a
U o .
1)’ o—2
a. Déterminer la valeur de o sachant que U et ¥ sont colinéaires.

b. On suppose le repere orthonormé. Trouver « sachant que le projeté orthogonal de U sur U a pour norme :




lp= (7)1l = 2v10.

Solution:
a. Utilisons le fait que la colinéarité est détectée par le déterminant nul (propriété valable dans n’importe quel repeére) :

3 14 2a

L a9 =0 & 3a—-2)—(1420)=0 & a=T.

a—"7

7,7 colinéaires < ’

Vérification : pour o = 7, le vecteur o a pour coordonnées (15) =5 (), il est égal & 5.

b. Par formule de projection, on sait que :

0T

I IIZ?

pz (V) =
Comme le repere est orthonormé on a aussi :

UV =314+2a)+(a—2)=1+Ta et 7| =+/3%+12 =10,

si bien que :
o () = 1 _ L+ ol
b il Jio

On trouve alors :

147 19
Ip=(P)| =2V10 < H—\/Ea':%/lo & [147a|=20 & 14+7a=%20 & a=-3oua=—.

Il y a donc deux solutions au probleme posé, a savoir —3 et %.

Exercice 6. Dans le plan muni d’un repere, on donne :
A(-4,5),B(2,3) et G(1,6).

Trouver les coordonnées de C' sachant que G est le centre de gravité du triangle ABC.

Solution:  Pour résoudre la question posée, introduisons le milieu I de AB, qui a pour coordonnées :

—4+2 543
( 2 77)_(_174)

On sait alors que le centre de gravité du triangle ABC' se situe au % de la médiane issue de C. Vectoriellement, cela se traduit par

la relation suivante :
CC = 2C1.

En traduisant cette égalité vectorielle en coordonnées, on trouve :

2
1—x:§(—l—m)
2

6_
¥=3

(4-y)

ou (x,y) sont les coordonnées de C'. La résolution de ce systeme conduit alors & :

2
l-z=3(-1-2) {3—3x——2—2x {x—5
= 4

2
6— :—4—
Yy 3( )

Le point C' a donc pour coordonnées (5, 10).



C(5,10)

-,

Exercice 7. Dans le plan muni d’un repere (O, i j), montrer que :

!
0 (i) et U <Z'> colinéaires <

xz

y | ="

Indication : procéder par double implication. Pour” <7 discuter selon que x ety sont nuls ou non.

Solution:  On raisonne par double implication, en commengant par :

/
04 (5) et o (Z,) colinéaires =

On suppose donc que W et ¥ sont colinéaires et on souhaite montrer que le déterminant est nul. Si U est le vecteur nul alors la

z

vy =0.

conclusion est claire, puisque :

/
‘O T —0.

0 v

Si @ est non nul, alors le fait que U et U soient colinéaires signifie qu’il existe un réel t tel que :
!
TV =t7 o (x,) :t<x) .
Y Y

z 2

y oy

En calculant le déterminant on trouve alors :

r tx
y ty

=txy —tzy =0,

d’otu la conclusion. Passons a la réciproque :

/
=0 = 4 (;) et U <§,) colinéaires.

z x
!

Yy vy




On suppose donc que :

z o

J=zy —2'y=0
y oy

et on souhaite montrer que U et ¥ sont colinéaires. A nouveau, si U est le vecteur nul la conclusion est immeédiate, puisque tout
vecteur est colinéaire au vecteur nul. Si @ n’est pas le vecteur nul alors (au moins) I'un des réels x ou y est non nul. Supposons
d’abord que z est non nul. Alors :

/ l,/

o —2dy=0 <& y’:%y & y’zty,oﬁtz;.

/
(x/) =t <x> , ou encore v =t
Y Y

ce qui montre bien que U et ¥ sont colinéaires. Si y est non nul on raisonne de la méme maniere :

Il vient alors :

/

/ ! /
) —2d'y=0 <& d=Yr o :v’:tx,oilt:y— & <x>:t(x> s U=tu,
Yy Y Yy Y

ce qui montre encore bien que U et ¥ sont colinéaires.

Remarque : I'idée essentielle de cette preuve est que la colinéarité de Uet ¥ signifie I'existence d’un rapport ” %” entre ces deux

vecteurs, ce qui se traduit en coordonnées par 1'égalité :
/

Y

qui signifie a son tour que le déterminant est nul. Cependant, pour étre rendue précise, cette idée doit étre discuter selon que u
est le vecteur nul ou non, et selon que x ou y sont nuls ou non, puisque ces quantités sont apparues aux dénominateurs dans les
fractions que 'on a écrites ci-dessus.

oy
- 9
T



