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Attendez le début de 1’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-
verso, il contient 10 questions et 12 pages, les derniéres pouvant étre vides. Le total est de 25
points. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table et vérifiez votre nom et votre numéro SCIPER sur la
premiére page.
e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant I’épreuve.
e Pour les questions & choix multiple, on comptera:
les points indiqués si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.

e Utilisez un stylo a encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant se réserve le droit de 'annuler.

e Les dessins peuvent étre faits au crayon.

e Répondez dans I'espace prévu (aucune feuille supplémentaire ne sera fournie).

e Les brouillons ne sont pas & rendre: ils ne seront pas corrigés.

Respectez les consignes suivantes | Observe this guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer | ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
Antwort auswahlen NICHT Antwort auswahlen Antwort korrigieren
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Trigonométrie circulaire

Formules d’addition :

sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosx siny cos(x + y) = cosx cosy — sinx siny

tanx + tany

t = V-
an(@ +y) 1 —tanz tany

Formules de bissection :

1—cosz 1+cosz 1—cosz
27z 2/x\ __ 2/x\ __
(3= Gl W) =g
Expressions de sinz, cosz et tanz en fonction de tan(3) :
. 2tan(3) 1 — tan?(%) 2tan(3)
sine = ——5— COST = -———5 .~ tanxy = ——5 -~
1+ tan®(3) 1 +tan®(3) 1 —tan®(%)
Formules de transformation somme-produit :
cosz + cosy = 2cos(EHY) cos(E5Y) cosz — cosy = —2sin(LEY) sin(25¥)
sinz + siny = 2sin(ZHY) cos(5Y) sinz — siny = 2 cos(%HY) sin(%5Y)
Trigonométrie hyperbolique
Définitions :
sinhg = - & coshz = ete” tanhx = £ e cosh?z — sinh?z = 1
2 2 et +e®
Formules d’addition :
sinh(z 4+ y) = sinhx coshy + cosh x sinhy cosh(z + y) = coshz coshy + sinhz sinh y
tanh z + tanh y
tanh =
anh(z +y) 1+ tanhx tanhy
Formules de bissection :
coshz — 1 coshz +1 coshx — 1 sinh x
. h2 Ty O h2 Ty __ T~ tanh(2) = _
sinh™(3) 2 cosh™(3) 2 anh(3) sinh x coshz + 1
Expressions des fonctions hyperboliques réciproques:
1 1
Arsinh(z) = In(x + V22 4+ 1) Arcosh(z) = In(x + Va2 — 1) Artanh(z) = 3 In( 1 + x)
—x
Dérivée de quelques fonctions
f(x) f(z) f(z) f(@) f(z) f'(x)
i L inh h Arsinh 1
arcsine | —— sinh coshz rsinhz | ——
V1—2? V14 a?
1 . 1
arccos r | ———— coshz sinhz Arcoshz
V1— 22 2 —1
arctan x 1 tanh z . 2 Artanhz !
1422 cosh” z 1 22
1 1 1
arccotr | — 1722 cothz | — R Arcothzx .2
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Enoncé

Question 1 (1 point) Résoudre 2% + 42z + 8 = 0.
[J2—iet2+i.
[ ]2+2iet2—2i.
B -2+2iet—2-2
[]4+2et4—2i
Solution: Compléter le carré.

Question 2 (2 point)
Mettre sous la forme a + b la fraction %

D 1\1/%2‘_
[ 52,
D 7\7/3%1'.

Solution:

a—ib

1
a+ib T a?+4b2-°
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Enoncé

Toutes les questions sur cette page se rapportent au méme énoncé.

Question 3 (2 points) Trouver les racines de 1 + 22 + 2% + 2.

[ exp(i¥E27) & =1,2,3,5,6,7.
B exp(itm), k=1,2,3,56,7.

[ ] exp(ifm), &k =0,1,2,3,4,5,6,7.
[ exp(i¥E07) -k =1,2,3,5,6,7.

Solution: Série géométrique de raison z2. Appliquer la formule {/z = |z|*/™ exp(i%—i—i%), k=0,1,...

Enlever les valeurs interdites z = £1.

Question 4 (2 points) La forme polaire de z = cos(]) — isin(F) est
H:- exp ip) avec p = —arcos(%).
[]z= 5exp(i§).
[]z= Sexp (—i%).

[]z= 5 €xp (i) avec p = —arcos(2).

Solution: Formule des formes polaires z = |z|sgn(Im(z)) exp(iarcos(er(lz) ).
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Enoncé

Question 5 (2 points) Si le reste de la division euclidienne de P(X) par (X —1)(X —2) est X — 1, alors,
le reste de la division euclidienne de P(X) par (X — 1)? est:

D X — 1 aussi.

B Cela dépends du polynome P(X).

[]x-2

=
Solution: Deux exemples différents: P(X) = (X —1)2(X —2)+ (X —1) et P(X) = (X —1)(X —2)+ (X —1).
Question 6 (2 points) Soit un polynéme P(X) € R[X]. Alors:

[ ] Les racines de P(X)? sont les produits de celles de P(X) avec leur complexes conjuguées.

B Les racines de P(X)? sont celles de P(X) et leur complexes conjuguées.

[ ] Les racines de P(X)? sont les carrées de celles de P(X).

[ ] Les racines de P(X)? sont exactement les mémes que celles de P(X?2).

Solution: P(X)? € R[z] posséde les mémes facteurs que P(X), donc les mémes racines et elle arrivent par
paires conjuguées,
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au
correcteur.

Question 7: Cette question est notée sur 4 points.

[ ls [ s [ Js[Ls
W (k[

Trouver I’ensemble des polynomes P(X) € C[X] qui vérifient
o deg(P(X)) =4.
e P(X) est normalisé.
e La division avec reste de P(X) par X — ¢ est 2.
o P'(i)=1.
Solution Puisque P(X) est de degé 4, on peut l’écrire comme son polynoéme de Taylor autour de z¢ = i:
P(X)=a+bX —i)+c(X —i)?2+d(X —i)® +e(X —i)*

Comme P(X) est normalisé on doit choisir e = 1.

Comme la division avec reste de P(X) par X — i est 2 on doit choisir a = 2.
Comme P’(i) = 1, on doit prendre b = 1.

L’ensemble des polynémes recherché est donc

S={2+(X —i)+c(X —i)  +d(X —i)* + (X —i)*|c,d € C},
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Question 8: Cette question est notée sur 5 points.

s [ ds [ Ja [ Js [ s

W [kl

(a) Trouver les solutions générales & 'EDOL

Lo 2, 1
ln(w)y Y= In(z)’

sachant que y(x) = = en est une solution particuliére.

(b) Trouver la solution & PEDOL ci-dessus vérifiant les conditions initiales 2 = 2, yg = 1.

()

Trouver la solution & 'EDOL ci-dessus vérifiant les conditions initiales xg = %, Yo = 1.

Solution

(a)

Commencons par poser I'ensemble de définition de cette équation: Dger = R% \ {1}.
Réécrivons cette équation pour obtenir la forme ' + py = ¢:

21
y + yy =2In(x) + 1.

Il s’agit d’'une EDOLI1 inhomogéne, on commence par trouver les solutions pour la partie homogéne:

21n(x)

Y+ y =0,

dont la solution générale est
*2In(t
yta) = exp(— [ 20 ) = explta?(ay) 1 (2)

0

_ (:L,O)ln(xo)x— In(z) .

On peut trouver une solution particuliére par la variation de la constante.

Ou bien, sachant que toute solution & 'EDOLI s’écrira sur tout intervalle ouvert comme ¢, 4+ Ay, o
¢p est une solution particuliére. Puisque y(z) = x est une solution particuliére sur R \ {1}, on peut
trouver alors que I’ensemble solution est

y(az) =4 )\(.’L‘o)ln(g;o)l'_ln(w).

Puisque 2 > 1, on a unicité de la solution dans Uintervalle I =]1,00[. On doit donc trouver la valeur
de A, telle que
y2)=1 <= 1=2+4)\2)"@2 2@  — N=_1.

On a done, en pour x €]1, 00|,
y(:zc) —r— (2)1n(2)$— In(z)

Puisque % < 1, on a unicité de la solution dans l'intervalle I =]0, 1[. On doit donc trouver la valeur de
A, telle que

1
y(05) =1 <= 1=.5+x(0,5)""3(,5"? — A=

On a donc, en pour z €]0, 1],
y(x) =+ (7)1—111(2)1,—111(:10)
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EPFL

Enseignant: Bossoney
Analyse 2 - CMS

12 juin 2024

Durée : 105 minutes

Marianne

SCIPER : 888888

Attendez le début de 1’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-
verso, il contient 10 questions et 12 pages, les derniéres pouvant étre vides. Le total est de 25
points. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table et vérifiez votre nom et votre numéro SCIPER sur la
premiére page.
e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant I’épreuve.
e Pour les questions & choix multiple, on comptera:
les points indiqués si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.

e Utilisez un stylo a encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant se réserve le droit de 'annuler.

e Les dessins peuvent étre faits au crayon.

e Répondez dans I'espace prévu (aucune feuille supplémentaire ne sera fournie).

e Les brouillons ne sont pas & rendre: ils ne seront pas corrigés.

Respectez les consignes suivantes | Observe this guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer | ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
Antwort auswahlen NICHT Antwort auswahlen Antwort korrigieren

X ¥V & [] [ ]

ce qu'il ne faut PAS faire | what should NOT be done | was man NICHT tun sollte
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Trigonométrie circulaire

Formules d’addition :

sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosx siny cos(x + y) = cosx cosy — sinx siny

tanx + tany

t = V-
an(@ +y) 1 —tanz tany

Formules de bissection :

1—cosz 1+cosz 1—cosz
27z 2/x\ __ 2/x\ __
(3= Gl W) =g
Expressions de sinz, cosz et tanz en fonction de tan(3) :
. 2tan(3) 1 — tan?(%) 2tan(3)
sine = ——5— COST = -———5 .~ tanxy = ——5 -~
1+ tan®(3) 1 +tan®(3) 1 —tan®(%)
Formules de transformation somme-produit :
cosz + cosy = 2cos(EHY) cos(E5Y) cosz — cosy = —2sin(LEY) sin(25¥)
sinz + siny = 2sin(ZHY) cos(5Y) sinz — siny = 2 cos(%HY) sin(%5Y)
Trigonométrie hyperbolique
Définitions :
sinhg = - & coshz = ete” tanhx = £ e cosh?z — sinh?z = 1
2 2 et +e®
Formules d’addition :
sinh(z 4+ y) = sinhx coshy + cosh x sinhy cosh(z + y) = coshz coshy + sinhz sinh y
tanh z + tanh y
tanh =
anh(z +y) 1+ tanhx tanhy
Formules de bissection :
coshz — 1 coshz +1 coshx — 1 sinh x
. h2 Ty O h2 Ty __ T~ tanh(2) = _
sinh™(3) 2 cosh™(3) 2 anh(3) sinh x coshz + 1
Expressions des fonctions hyperboliques réciproques:
1 1
Arsinh(z) = In(x + V22 4+ 1) Arcosh(z) = In(x + Va2 — 1) Artanh(z) = 3 In( 1 + x)
—x
Dérivée de quelques fonctions
f(x) f(z) f(z) f(@) f(z) f'(x)
i L inh h Arsinh 1
arcsine | —— sinh coshz rsinhz | ——
V1—2? V14 a?
1 . 1
arccos r | ———— coshz sinhz Arcoshz
V1— 22 2 —1
arctan x 1 tanh z . 2 Artanhz !
1422 cosh” z 1 22
1 1 1
arccotr | — 1722 cothz | — R Arcothzx .2




°® LT . . +2/3/46+

Enoncé

Question 1 (2 point)
Mettre sous la forme a + 7b la fraction

D 1147
D 7—1li
D 113-271‘.
. —73—2117,.

1 _ a—1ib
a+ib T a?4b2-°

1424
3—51

g

g

Solution:

Question 2 (1 point) Résoudre 2% + 4z + 8 = 0.
[ ]4+2iet4—2i.
B -2+2iet—2-2
[ ]2+2iet2—2i.
[J2—iet2+i.

Solution: Compléter le carré.



N BN B B +2/4/45+

Enoncé

Toutes les questions sur cette page se rapportent au méme énoncé.

Question 3 (2 points) La forme polaire de z = cos(]) — isin(F) est

[]z= Sexp(—'ﬂ).

[]z= xp(ip) avec p = —arcos(2).
B:- exp ip) avec p = —arcos(%)

[]z= Sexp(i%).

Solution: Formule des formes polaires z = |z|sgn(Im(z)) exp(iarcos(Rlez(lz) ).

Question 4 (2 points) Trouver les racines de 1 + 22 + 2% + 2.

4
[ exp(i¥E27) & =1,2,3,5,6,7.

Solution: Série géométrique de raison z2. Appliquer la formule {/z = |z|*/" exp(z'%—i—i%), k=0,1,...

Enlever les valeurs interdites z = +1.
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Enoncé

Question 5 (2 points) Si le reste de la division euclidienne de P(X) par (X —1)(X —2) est X — 1, alors,
le reste de la division euclidienne de P(X) par (X — 1)? est:

[]x-2
] L
X1
B Ccla dépends du polynome P(X).
D X — 1 aussi.
Solution: Deux exemples différents: P(X) = (X —1)%(X —2)+ (X —1) et P(X) = (X —1)(X —2) + (X —1).
Question 6 (2 points) Soit un polynéme P(X) € R[X]. Alors:

)
[ ] Les racines de P(X)? sont exactement les mémes que celles de P(X?2).
[ ] Les racines de P(X)?2 sont les carrées de celles de P(X).
[ ] Les racines de P(X)? sont les produits de celles de P(X) avec leur complexes conjuguées.
B Les racines de P(X)? sont celles de P(X) et leur complexes conjuguées.

Solution: P(X)? € R[z] posséde les mémes facteurs que P(X), donc les mémes racines et elle arrivent par
paires conjuguées,
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au
correcteur.

Question 7: Cette question est notée sur 4 points.

[ ls [ s [ Js[Ls
W (k[

Trouver I’ensemble des polynomes P(X) € C[X] qui vérifient
o deg(P(X)) =4.
e P(X) est normalisé.
e La division avec reste de P(X) par X — ¢ est 2.
o P'(i)=1.
Solution Puisque P(X) est de degé 4, on peut l’écrire comme son polynoéme de Taylor autour de z¢ = i:
P(X)=a+bX —i)+c(X —i)?2+d(X —i)® +e(X —i)*

Comme P(X) est normalisé on doit choisir e = 1.

Comme la division avec reste de P(X) par X — i est 2 on doit choisir a = 2.
Comme P’(i) = 1, on doit prendre b = 1.

L’ensemble des polynémes recherché est donc

S={2+(X —i)+c(X —i)  +d(X —i)* + (X —i)*|c,d € C},
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Question 8: Cette question est notée sur 5 points.

s [ ds [ Ja [ Js [ s

W [kl

(a) Trouver les solutions générales & 'EDOL

Lo 2, 1
ln(w)y Y= In(z)’

sachant que y(x) = = en est une solution particuliére.

(b) Trouver la solution & PEDOL ci-dessus vérifiant les conditions initiales 2 = 2, yg = 1.

()

Trouver la solution & 'EDOL ci-dessus vérifiant les conditions initiales xg = %, Yo = 1.

Solution

(a)

Commencons par poser I'ensemble de définition de cette équation: Dger = R% \ {1}.
Réécrivons cette équation pour obtenir la forme ' + py = ¢:

21
y + yy =2In(x) + 1.

Il s’agit d’'une EDOLI1 inhomogéne, on commence par trouver les solutions pour la partie homogéne:

21n(x)

Y+ y =0,

dont la solution générale est
*2In(t
yta) = exp(— [ 20 ) = explta?(ay) 1 (2)

0

_ (:L,O)ln(xo)x— In(z) .

On peut trouver une solution particuliére par la variation de la constante.

Ou bien, sachant que toute solution & 'EDOLI s’écrira sur tout intervalle ouvert comme ¢, 4+ Ay, o
¢p est une solution particuliére. Puisque y(z) = x est une solution particuliére sur R \ {1}, on peut
trouver alors que I’ensemble solution est

y(az) =4 )\(.’L‘o)ln(g;o)l'_ln(w).

Puisque 2 > 1, on a unicité de la solution dans Uintervalle I =]1,00[. On doit donc trouver la valeur
de A, telle que
y2)=1 <= 1=2+4)\2)"@2 2@  — N=_1.

On a done, en pour x €]1, 00|,
y(:zc) —r— (2)1n(2)$— In(z)

Puisque % < 1, on a unicité de la solution dans l'intervalle I =]0, 1[. On doit donc trouver la valeur de
A, telle que

1
y(05) =1 <= 1=.5+x(0,5)""3(,5"? — A=

On a donc, en pour z €]0, 1],
y(x) =+ (7)1—111(2)1,—111(:10)
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