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Corrigé de la Série 21

‘ Nombres complexes: factorisation ‘

3 .
1.|Résoudre I’équation polynomiale —a? — éﬁ +x + % = 0 sachant qu’elle admet un

nombre imaginaire pur comme solution.

iy :
Soit P(x) = —a® — szz +z+ % . Ecrivons la solution imaginaire x =ib avec
beR.
: TR 1 P [ i
P(ib)=0 < —(ib) _E(Zb) +(zb)+§:O < ib —I—;b +zb+§=()

& 20°+3+2b+1=0 & (GB+1D2¥P+b+1)=0 & b=-1.

x = —i est une racine de P donc P est divisible par (2 +i). On effectue cette
division pour obtenir
. g 1 1 1 , 9 | .
P(x) = (z+1) (—z* — §x+§) = —§<I+Z) (22 +ix —1).

Les deux autres racines de P sont les zéros de (222 +i2z — 1), on les cherche a
I'aide du discriminant A .

A:7, ZEZZT\/7

VT —i VT+i

L 0 BT T4

Les trois racines de P sont donc : xy=—1, xy=

2. /géterminer le polynéme P; (troisiéme degré) vérifiant les quatre conditions suivantem
(a) P3(1) =0,

(b) B(i)=i—1,

(c) le produit des racines de P; vaut 1 + 1,

@) la somme des racines non réelles de P est égale a 1 + 1. J

La condition a) implique P3(2) = (z — 1) Py(2) ;

La condition d) implique :
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e SiPj; posséde deux racines non réelles z; et zo, les conditions ¢) et d) nous
donnent:

l-z1zo=141; 21+2=1+i = P(z)=k(z*—(1+1i)z+(1+1))
Py(2) =k(z—1)(2> = (1+1i)z+ (1 +4)) et la condition b) nous donne:
Pi(i)=i—1
Si—l=k(i—1)(-1—i+1+1+4) dou k=1
Py(z)=(z—1)2*—(1+4+i)z+(1+41i)=2>—(2+9)2>+2(1 +4)z — (1 +4)
e Si P ne posséde qu'une racine non réelle z =1+4 (de la condition d))
Py(z) =k(z— (1+1i))(z+a) et la condition b) nous donne: Ps(i) =i — 1
sSi—1=k(i—-1)(-1)(i—a) dou k(a—1i)=1

La condition c) implique: 1-(14id)-a=(14+i) = a=1

1
On a alors: k= ,25(1+i)

1—2

Py(z) = %(1 Fi)(z— 1) — (14+4)) = %(1 4 i)28 — (1420)2 + %(1 +5i)z—i.

3. [Factoriser les polynomes suivants sur R[X] et C[X] :

(a) X+ X'+ X2 +1. (b) 1 —2X +4X%—8X3+16X*.

(a) C’est une série géométrique de raison X?. On a alors, pour autant que X? # 1:

1— (X% 1-X°®
1—X2  1-X?2

X0+ X'+ X2+ 1=

Les racines de X%+ X% + X2 + 1 seront donc les mémes que celles de 1 — X%,
privé des valeurs telles que X2 = 1.
Pour trouver les racines a de 1 — X® = 0 on calcule donc

1-a*=0 & dd=1 & (]a\ei“"”)gzei'o

‘a|8 =1,

o et e {8 0 mod 2
Yq = 0 mod 27

&:1, jkm
{10|_2k_7r kEN<7 = ae{e 4 Ik‘GN§7}.
a 8 =
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Attention! Rappelons-nous maintenant qu’il faut oter les valeurs pour lesquels
a? =1 de cet ensemble. Cela arrive précisément quand %” =0 ou %’T =T, ou
encore quand k =0 ou k = 4.

Les racines de X% 4+ X% + X2 + 1 sont donc dans ’ensemble
(e k=1,2,3,5,6,7}.

On a donc
X4 x4 X +1= J[ X-é&m).
ke{1,2,3,5,6,7}
C’est une série géométrique de raison —2X. On a alors, pour autant que
—2X #£1:
1—(—-2X)> 1+432X°

1—2X +4X%2 -8X3+16X* = = .
* * = (C2xX) 112X

Les racines de 1 — 2X 4+ 4X? — 8X?3 4 16X seront donc les mémes que celles
de 14 32X°, privé de la valeur X = —1.
Pour trouver les racines a de 1 + 32X° = 0 on calcule donc

1 e 1
1 2 5 — 5 _ —— WPa —_ — v
+320°=0 & a 5 @ (Jale’®) 3¢

_ (1)5
& al’e?e = 1 im & lal” = (3)",
Yo = 7™ mod 27

:l 1 . (2 1)
o {’a| 20 = a€{§el% : k:0,1,2,3,4}.

Pa = 7T+§k7r7 k= 071727374

Rappelons-nous maintenant qu’il faut 6ter la racine a = —1/2 de cet ensemble.

. . 2%+1
Cela arrive précisément quand % = 7, ou encore quand k = 2.

Les racines de 1 — 2X + 4X?2 — 8X3 + 16 X* sont donc dans ’ensemble
1 .crkiDx
—e ck=0,1.3.4}.
{ 2 6 5 b b) b) }
Il serait tentant d’écrire maintenant
1 . x
12X +4X2-8X°+16X' = [ (Xx- 5617(%?) )
ke{0,1,3,4}

mais attention!
Le polynéme de droite est normalisé, alors que celui de droite ne I'est pas: le
terme de plus haut degré est 16X%. Il faut donc multiplier la factorisation par
16 pour obtenir

1 . 1)
L-2X +4X7—8x° + 16X =16 ] (x5,
ke{0,1,3,4}

4.(Décomposer le polynéme suivant en facteurs irréductibles dans R[X] et C[X]:

P(X)=X*—2X?%cos(a) + 1.
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On a que
P(X)=X*—-2X?cos(a) + 1= X*—2X?Re(e") + 1
= (X% — ) (X2 =)
= (X — ) (X +e?) (X — 7)) (X 4 e7/?)

ce qui est donc la factorisation en irréductibles dans C[.X].
Pour obtenir la factorisation en irréductibles dans R[X] il faut associer les paires
conjuguées:

P(X) = (X = &) (X + &) (X — e %) (X +e?)
= (X — eio‘m) (X — e_ia/Q) (X + eia/Q) (X + e_io‘/Q)
= (X? —2cos(a/2)X + 1) (X*+ 2cos(a/2) X +1).

5. /Soit le polynéme
P(X)=(X?—-X+1)>+1.

(a) Vérifier que 7 est une racine de P(X).
(b) Factoriser alors P(X) en irréductibles sur R[X] et C[X].

(a) Par substitution on trouve
Pi)=(—i+1)*+1=(-i)*+1=-1+1=0.

(b) Puisque P(i) = 0 on sait que (X — i) sera un facteur de P(X).

On peut alors développer la définition de P(X) et procéder a une division eu-
clidienne. Cela nous donnera un deuxiéme facteur (réductible) pour P(X).

Ou alors, on observe que P(X) est a coefficients réels, et que pa conséquent
P(—i) = 0 aussi.
Par le binébme de Newton, une premiére factorisation est gratuite:

P(X):(X2—X+1)2+1:((XZ—X+1)+iZ((X2—X+1)—iZ

(.

vV vV
=0 pour X=1 =0 pour X=—1

Le premier facteur se divise par (X —1) et pour obtenir la factorisation, il suffit
de considérer le terme constant:

(X2 =X +1)+i=(X—i)(X —1+1).

La factorisation du deuxiéme facteur s’obtient par conjugaison complexe:
(X2 =X +1)—i=(X+i)(X —1-1).

On obtient ainsi trés économiquement la factorisation dans C[X]|

P(X)= (X —i)(X —1+)(X +i)(X —1—1).



EPFL - CMS Analyse 11

Pour obtenir la factorisation dans R[X] il suffit alors d’associer les facteurs
conjugués 'un de l'autre:

PX)=(X?-X+1P+1=(X-)(X +)(X —14+4)(X —1—14)
= (X2 + 1)(X? - 2X +2).

6. /Pour quelles valeurs de a,b € R, le polynéme
P(X)=X"+2aX" +bX*+2X +1

st-il le carré d’un polyndéme? Factoriser P(X) dans ce(s) cas sur R[X] et C[X].

Puisque P(X) est de degré 4, a coefficients réels, normalisé et de terme constant 1,
I'unique paire de candidats racine possibles doivent avoir la forme

Ri(X)=X?*+cX+1, ceR
Le carré d’un tel polynome est alors

(Re(X))? = X'+ X2 +1+2cX% +£2X% +2cX

termes carrés termes croisés

Par identification des coefficients on trouve
c==+1, a=c==+1, *+2=0b0>0.

Comme ¢+ 1 on a c?4+2=1+2, qui ne peut étre positif avec le signe —. Il reste
comme unique solution alors

a=c=1, b=3.
On a alors
PX)=X"+2X’+3X*+2X +1=(X*+ X +1)*.

Le calcul du discriminant pour X2 + X + 1 donne —3. Ce polynéme est donc irré-
ductible sur R[X] et on y connais donc déja sa réduction compléte.

Pour la réduction sur C[X], on calcule les racine de X? + X + 1:

_ —1+4V3

a+ 5

On obtient alors la factorisation

1—iv3
2

1+iv3
2

P(X)=(X+ (X + )2



