EPFL - CMS Analyse 11

Corrigé de la Série 19

1. Trouver le module et 'argument de :

(a) 2 =5+ 12i; (C)zzl—kz’tana.
(b) z=+v3+i; 1 —itana
5 12
(a) 2=5+12i = |z|=+v25+144 =13, et COSY =73 ; singpzﬁ;
Donc, ¢ = Arcsin(33) = Arccos().
(b) z=VB+i = |1=2: ¢=g¢;
l+itana  cosa+isina (cos a + i sin av)?
(c) z= = = = cos 2a +
l—itana cosa—isina  (cosa —isina)(cosa + isinq)

¢ sin 2o
d'ou |z| =1 et p = 2au.

2. /ﬂettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

(a) 2 =—-2; (d) z=+v3+1;
3 1
(b)z:7z—€; (e)z_l—z”
T ..
= —1+i; (f)z:—3<cosz+zsmz>.

(a) z2=—-2=2¢";

3 .
(b) 2 =7Ti— 2 ="7i+3i = 10i = 10¢' ;
)

(c) z=—1+1i=+2(cos(3) +isin(3)) = vV2e'7 ;
(4) 2= V340 =204 +i5) = 2(cos(§) + sin(F)) = 2'F ;

1 1+ 1 .
(e) z= T = ;Z :E(cos(%)%—ism(%)) =5

»f

3. /Mettre sous la forme a + bi :

a) z=Dhe'2 ; 2e~ i1
@ (@ 2= T
(b) z = 2€'% ; 2 A
273
i(m—t) . (e) Z = (—ﬂ')

Q) o 7 de's
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(a) z=5e"s =5 (cos (—g) + isin (—g)) = —bi

(b) 22261%:2((:08(%)—1—1'8111(%)) :\/2—1-\/54-1'\/2—\/5
(5 =3 (e (D) e (D) =3 (- (D))
car: cos(=)=1/= cos(—=])) et sin(=)=14/=(1—cos(-
8 2 4 8 2 4
(¢) 2z =me'™Y = mlcos(m — t) + isin(m —t)] = —7wcost + imsint
2e" n
(d) z= lei; =de "2 = —4i
2¢°
—iT\4 _j4m
(e) z = (2 j) _ 10¢ = e = 4o
de's de's

5 5
Calcul de cos <£) et sin (1_72T> :

positivité du cos : cos (

57r): 2+3

et de méme, sin <—

12
5T o 5% .
:>z:4[cos (E) + ¢ sin (E)] —\/8—4\/5—1—1\/84—4\/5

Or: 8+4v3=84+2V12 = (V6 + 2)?

ce qui finalement nous donne : 2z = (V6 — v/2) +i(v/6 + V2).

4. /Calculer les racines carrées de :

(a)z:9i; (C)Z: 4+
_ - 1—2 4
(b) z=5—12i;

(a) z=9i = 9e'2 = Vz=3eGt) L =0;1, dou:

V2 . 3v2

7n=—(141) et 2= 5 (1+1).
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; 5 12

(b) z=5—12i = 13e'? avec cosp = L sin p = 3 :

Donc, ¢ = —Arcsin(13) = —Arccos().

Vz = V138G = 0,1

Donc,

1 1—
2y = \/13005(5) +Z‘\/13sjn(§) — V13 (\/ +c2os(<P) _ Z\/ c2os(<P))
=3—-12, z.=-3+12.
© 1 1 1+ 10 V2 .
1—7 1 2 2 2 2 ’
\4/§ i
Donc,

1 1 1 1
TR 2 2 2/2 2v/2

:%<\/\/§+1—¢\/\/§—1), z:%l(\/\/i+1—z'\/\/§—1).

5.[Calculer les racine 4€™e de

(a) 2z =8+ iV8. (b) z=1.

(a) En représentation polaire, on obtient
2] =V8+8=4, ¢.=arcsinV8/4 = %

On est donc ramené a trouver w = re*#, tel que

On a donc les quatre possibilités
w E {\/ﬁem/m’ \/561'971'/16’ \/56“7”/16, \/561'25#/16}'

(b) En représentation polaire, on obtient

rt =4,

4o = 7 mod 27

2l =vV1=1, ¢,=arcsinl = g

On est donc ramené a trouver w = re*#, tel que

(T€i¢)4 _ ei%, o {7"4 = ].,

™

4o = 7 mod 27

On a donc les quatre possibilités

7,7r/8’ e

w e {6 1571'/8’ 6197r/87 6“3”/8}.
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6. /Former un triangle équilatéral PyP; P, avec
Py(1,1), Pi(3,3)

n utilisant le calcul dans C.

Comme les angles d'un triangles équilatéral sont tous de %, on peut trouver P

simplement en faisant une rotation de P, autour de /%, par un angle de %.
On trouve alors

Zp, = Zp, + e's (ZP1 — zPO)
=1+i+e3(3+3i—1—1)
=1+ + (cos(m/3) + isin(m/3) (2 + 2i)

V3

:1+z’+(%+z’7)(2+2z‘)

=1+i+1+i—V3+V3i=2-V3+i(\/(3)+2).

Ainsi,

Pa(2 — V3,2 +V3).

7. /En utilisant le calcul complexe, montrer que Vn € N* V0 € R,

cosnl = Zogmgn<—1)l (;l) cos" 2 @ sin? 0,
sinnf = Zog2l+1gn(—1)l(2ﬁrl) cos" 21 fsin? 1 g,

‘est la formule de Moivre.

, . . . 0\ T ; L.
Par la représentation polaire on sait que (e"e) = ¢ En repassant en écriture
standard on a donc que

cosnf + isinnf = (cos @ + isin )"

_ ; (Z) (cos 0)"* (i sin 0)

— Z (—1) (;Ll) cos™ 2 fgin2 0+ g Z (_1)l(2[j_ 1) cos" 21 g gin2+l g,

0<2l+1<n

La formule de Moivre s’ensuit en identifiant séparément les partie réelles et imagi-
naires de cette égalité.



