Cours 9

Fonctions réciproques: exemples d’application
Exemple 3.8
Calculer ¢ = arctan(a) + arctan(b) (cf. Série 8, Exercice 6).

o arctan(a) est 'unique angle appartenant & } [ dont la tangente vaut a.
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« arctan(b) est 'unique angle appartenant a } [ dont la tangente vaut b.

+ ¢ est donc 'unique angle appartenant & |7, 7| tel que

tan(p) = tan(arctan(a) 4+ arctan(b)).
Pour ab # 1, on a

tan(arctan(a)) + tan(arctan(b))  a+b
1 — tan(arctan(a)) tan(arctan(b)) 1 — ab

tan(arctan(a) 4 arctan(b)) =

On a donc les possibilités suivantes:

] — a+b
e p€ |—m,—|. Dans ce cas, ¢ = arctan — .
| 2 1—ab
6_77T T Dans ce cas arcta; atbd
. = . 11, = ar 11 .
L R ¥ 1—ab

Q(PG

a+b
7r [ Dans ce cas, ¢ = arctan + .
1—ab

|

Siab=1, alors ¢ = j:g.

Exemple 3.9

Calculer ¢ = arctan(2) + arctan(3).
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On localise p: arctan(2) € }0, T [, arctan(3) € }0

) T [, et donc ¢ €]0, 7].

"2
tan(arctan(2)) + tan(arctan(3)) 243

tan(p) = 1 — tan(arctan(2)) tan(arctan(3)) T1-2.3 o

On a donc tan(p) = —1 et ¢ €]0, 7|, ce qui implique que ¢ = arctan(—1) + k,

ot k =0 ou 1. Puisque arctan(—1) = _TW + 7, on a donc

e

Exemple 3.10

Calculer ¢ = arccos(z) + arcsin(z), o = € [—1,1].

- —7 3
On localise ¢: arccos(z) € [0, 7], arcsin(z) € {777, g} et donc ¢ € {%, 7}



On calcule sin(p):

sin(p) = sin(arccos(z) + arcsin(z))

= sin(arccos(z)) cos(arcsin(z)) 4 cos(arccos(x)) sin(arcsin(z))

=V1-22-V1-224z -z

=1—-22+4+22=1.

)
On a donc sin(p) =1 et p € [Tﬂ-, ;}

arcsin(1l) 4 2wk = g + 27k
- 3
= p =4 ou et@é{%,—ﬂ]

m —arcsin(1) + 27k =7 — g + 27k

On a donc ¢ = g

Remarque: la réponse est indépendante de x € [—1,1]. En effet, on voit

7 Jr . ™
géométriquement que arccos(x) + arcsin(z) = 5 Vo e [—1,1].

arccos (x)

owesin(x)

7

Exemple 3.11

5
Résoudre arcsin(z) + arcsin(v/3z) = %

Dgey ={z eR |z e[-1,1] et V3z e [-1,1]} = [%g\/_gl .



Localisation: arcsin(x) € { z} et arcsin(v/3z) € [_ﬂ ] donc arcsin(z) +

272 22

)
arcsin(v/3z) € [—m, 7). Puisque % € [—m, 7], il peut y avoir des solutions.

On réécrit I’équation dans la forme
. oT .
arcsin(z) = - arcsin(v/3z)
et on applique sin a ’équation:
. . . 5 .
sin(arcsin(z)) = sin i arcsin(v/3z) | .

Attention: sin n’est pas injectif. On risque donc d’ajouter des fausses solutions.

Il faut donc tester les solutions obtenues a la fin.

arcsin(z) = %T — arcsin(v/3z)
. : [ om .
= sin(arcsin(x)) = sin (F - arcs1n(\/§:z:)>

s z—sin (%) cos(arcsin(v/3z)) — cos (%”) sin(arcsin(v/3z))
V3

<:>:z:*; 1- 32 2+—\/_
<:>2x:\/m+3x
— —x=11-322
<:>x2:1—3x26tx§0
=4’ =letz<0
<:>x2:;letx§0

-1

=r=—
T

On teste la solution dans I’équation:

.1 N EVE] -T -7 -7 , 57
arcsin (7) -+ arcsin (T) i + 3T # e



Donc S = 0.

Remarque 3.12

On a réécrit 'équation dans la forme arcsin(z) = %T —arcsin(v/3z) car appliquer
sin & 'équation originale arcsin(z) + arcsin(v/3z) = 5% mene a une équation
beaucoup plus compliquée a résoudre.

Exemple 3.13

-5
Résoudre 2 arctan(x) + arctan(v/3z) = Tﬁ

Daes = R.

Localisation: arctan(z) € %,g implique que 2arctan(z) €] — m,7[, et
— —3r 3

arctan(v/3z) € } 771-, g {, donc 2 arctan(z)4-arctan(v/3z) € } Tﬂ-, 771- [ Puisque

om =3 3w | . . .

5 € 5 5 | il peut y avoir des solutions.

On réécrit I’équation dans la forme
—om
2arctan(x) = i arctan(v/3z)
et on applique tan a I’équation:
—57
tan(2 arctan(z)) = tan 5 arctan(v/3z)

Attention: tan n’est pas injectif et n’est pas défini partout. Il faut donc tester
les solutions obtenues a la fin pour éviter des fausses solutions, et tester les
valeurs non incluses, auxquelles on ne peut pas appliquer cette méthode.

Valeurs non incluses:

« 2arctan(z) = g + 7k < arctan(z) = % + gk — r==1

T arctan(v/3z) = g + 7k <= arctan(v/3z) = % + 7k <—

V3z=V3 < z=1.



On a

2arctan(x) = _TM — arctan(v/3z)

— tan(2arctan(z)) = tan (%57 — arctan(ﬁz)>

2tan(arctan(x)) 3@ — tan(arctan(v/3z))
1 — tan®(arctan(z)) 1 4 Y3 tan(arctan(v/3z))

2x _ ‘/Tg—\/gx

<:>1—$2_ +3§\/_$
33 \/g) (1 - a?)
<— 2x =
1+2x
g—\/gx>(l—x)

<:>2x—\/?_—\/?§x—\/§x+\/§x2

=322 - (4+2V/3)2+1=0

<~—x=23...ouz=0.14...

On teste ces deux valeurs dans I’équation, ce ne sont pas des solutions.

On teste les valeurs non incluses +1 dans ’équation:

T mw om , —5T
e 2 t 1 t 3) =2— - = — —
arctan(1) + arctan(v/3) 4—|—3 5 # 5
-5
« 2arctan(—1) + arctan(—v/3) = —2% - g = Tﬂ-

Donc S = {-1}.

Exemple 3.14
On peut utiliser les fonctions réciproques des fonctions trigonométriques pour
trouver les fonction réciproques des fonctions plus compliquées. Par exemple,

trouvons la réciproque de la fonction bijective

Iz [g%ﬂ — [-3,3]

=3 ( ——)
T cos (x 3



Pour trouver sa réciproque, on doit résoudre f(z) = y en traitant y comme

parametre.

On a 3cos (:v— g) =y <= cos (x—%) = %, et puisque % € [-1,1] et

T — % €[0,7], on a x — g = arccos (%)7 et donc & = arccos (%) + g

La fonction réciproque est donc

_ w4
f 1 : [73,3} — |:§,?:|

. (z) " T
T > arccos | = =
3 3



