Cours 8

3 Fonctions trigonométriques réciproques

Soit f : Dy — Im(f) une fonction bijective. On définit

f~':Im(f) = Dy

x — y tel que f(y) = x.

1l faut que f soit bijective pour que f~' soit bien définie sur Im(f). On remarque
que le graphe de f~! peut étre obtenu & partir du graphe de f par une réflexion

par rapport a la droite y = z.

Fonction réciproque du sinus

La fonction sin : R — [—1, 1] est surjective mais pas injective. On peut re-
streindre ’ensemble de départ de plusieurs facons de sorte a ce que la fonction

devienne injective. La fonction sin est injective sur les intervalles de la forme

—T T
[7+7Tk,§+ﬂ'k:|, keZ.

On choisit 'intervalle [g, g} appelé la détermination principale du sinus.
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sin : [— —} — [—1, 1] est bijective et on note sa fonction réciproque

arcsin : [—1,1] — [W W}
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x — y tel que sin(y) = x.
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arcsin(x) est donc I'unique angle appartenant a {7, 5} dont le sinus vaut x.
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Propriétés de arcsin

« sin(arcsin(z) = z Vz € [-1,1]
o o o T
« arcsin(sin(x)) # x en général. On a arcsin(sin(z)) =z < =z € [5, 5} .
. . [T -7
Par exemple, arcsin ( sin [ — = —.
6 6
o arcsin(—z) = — arcsin(z), c’est donc une fonction impaire.

o La fonction arcsin nous permet d’exprimer les solutions des équations avec
des valeurs non remarquables:

la solution générale de 'équation sin(x) = a, a € [—1,1] est

arcsin(a) + 27k
T = { ou (k' c Z)

7w — arcsin(a) 4 27k



Exemple 3.1

Résoudre sin(z) = _T pour z € [m, 27].
Solution générale:

arcsin (%3) + 27k
T = { ou (k’ (S Z)

-3
T — arcsin (T) + 27k
] - . .
arcsin e € |—,0]|. Les solutions appartenant & [, 27| sont donc
] P . (-3
arcsin | — m, T — arcsin [ — .
4 ’ 4
Fonctions trigonométriques évaluées en arcsin(x)

o sin(arcsin(z)) =

« cos(arcsin(x)) = \/1 — sin?(arcsin(z)) = /1 — 22

On a choisi la racine positive car arcsin(z) € {%ﬂ, g} = cos(arcsin(x)) > 0.
« tan(arcsin(z) = sin(arcsin(z)) S pour z # +1.

cos(arcsin(z)) /1 — 22

Fonction réciproque du cosinus

La détermination principale du cosinus est [0, 7].

cos : [0, ] = [—1,1] est bijective et on note sa fonction réciproque

arccos : [—1,1] — [0, 7]

x — y tel que cos(y) = x.
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Propriétés de arccos

« cos(arccos(z) = z Vx € [—1,1]
« arccos(cos(x)) # x en général. On a arccos(cos(z)) =2 < z € [0, 7).
om s
Par exemple, arccos | cos | — = —.
3 3
« arccos(—z) = 7 — arccos(z)

« La solution générale de I’équation cos(z) = a, a € [—1,1] est

arccos(a) + 2wk
T = { ou (k S Z)
—arccos(a) + 27k

Exemple 3.2

-3 _
Résoudre cos(z) < T pour x € {Tﬂ, —7T:| .

/P(a/(_co S (’%)

= P(zv - arteos ("%\)



Solution générale:

arccos (?) + 27k < x < 27 — arccos <_T3> + 27k
. .| =37
Les solutions appartenant a — —m | sont donc

-3
arccos (T —r<z< -7
Fonctions trigonométriques évaluées en arccos(x)

« cos(arccos(z)) = x

« sin(arccos(z)) = /1 — cos?(arccos(z)) = V1 — 2

On a choisi la racine positive car arccos(z) € [0, 1] = sin(arccos(z)) > 0.

: T—2
« tan(arccos(z) = sin(arccos(z)) = a pour z # 0.
cos(arccos(z)) x

Fonction réciproque de la tangente
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La détermination principale de tan est }
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tan : ] 33 [ — R est bijective et on note sa fonction réciproque
T T
arctan:R%}—,—[
2°2

x — y tel que tan(y) = x.




Propriétés de arctan

« tan(arctan(z) = x Vz € R

« arctan(tan(z)) # « en général. On a arctan(tan(x)) =z < z € ]

NS
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« arctan(—z) = — arctan(x), c’est donc une fonction impaire.

« La solution générale de I'équation tan(x) = a, a € R est

x = arctan(a) + 7k (k € Z)

Exemple 3.3

Résoudre tan(z) <5 pour z € R.

o—-———--—————-——————ﬁ--—r—---|—-—--:———--—r——

La solution est donnée par

—771' + 7wk < x < arctan(b) + 7k



Fonctions trigonométriques évaluées en arctan(zx)

« tan(arctan(z)) = x

« Ona

= tan(a)y/1 — sin®(a)
— sin?(a) = tan?(a)(1 — sin®(a))
= (1 +tan®*(a))sin*(a) = tan®(a)

+ tan(a)

= sin(a) = ————
(@) 1+ tan?(«)

' _ tan(arctan(z)) =z
On a donc sin(arctan(z)) = /1 + tan?(arctan(x)) CVIta?

On a choisi la racine positive car tan et sin sont du méme signe sur }

)
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« cos(arctan(z)) = sin(arctan(z)) 1

~ tan(arctan(z)) /1 + 22

Fonction réciproque de la cotangente

La détermination principale de cot est ]0, w[.

cot :]0, m[— R est bijective et on note sa fonction réciproque

arccot : R —]0, 7|

x — y tel que cot(y) = x.
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Exemple 3.4

Résoudre cot(z) > 2 pour x € R.
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Attention: cot est une fonction décroissante. La solution est donnée par
7wk < x < arccot(2) + 7k.

Exemple 3.5

Calculer sin <2 arccos (i) ) .



sin? [ 2 arccos 1 =1 —cos? [ 2arccos 1
4 4
o, 1 L N\\1?
=1— |cos” | 2arccos | — —sin” | 2arccos | —
i 4 4
- 1 2
=1— |2cos? (2 arccos (Z)) — 1]
- ) 9
1
=1—2(-]) -1

1 1
Comme arccos (Z) € [0, g], on a 2arccos <1> € [0,7]. Le sinus d’un tel
angle est donc positif, et donc on prend la racine carrée positive:

o (2o (3)) =53 =5
sin [ 2 arccos 1 =4/ == —.
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Remarque 3.6
Pour localiser un angle donné par une fonction trigonométrique réciproque, il
faut comparer I’angle avec des angles remarquables et utiliser la croissance ou

la décroissance de la fonction trigonométrique correspondante.

2
Par exemple, arccos (g) est P'unique angle appartenant a [0, 7] dont le cosinus

vaut —. On a
3

1<2<1
2 3

< cos (g) < ; < cos(0)
<= arccos(cos(0)) < arccos (;) < arccos (cos (%))

<= (0 < arccos z <I
3 3

car le cosinus est une fonction strictement décroissante sur [0, 7).



Exemple 3.7
9
Calculer arcsin <cos <$>)

9
Par définition, arcsin (cos <?)> est I'unique angle appartenant a la détermination

o . -7 T . 9m .
principale du sinus EREIE dont le sinus vaut cos =) Il faut exprimer cette

valeur comme sinus d’angle dans la détermination principale du sinus.

Puisque cos 9—7T = sin T_ 9—7T = sin —13m) _ sin 3—7T on a donc
d 5 ) 2 5 )" 0 )~ 10)°
arcsin [ sin 15—7T = 3—7T
4 - 10°




