Cours 6

Equations générales

On commence par un exemple motivant.

Exemple 1.38

Résoudre sin?(x) + 2cos(z) — 2 = 0.

L’idée est de réécrire I’équation en termes de cos et faire un changement de

variable.

sin?(z) 4+ 2cos(z) —2=0
<=1 cos?(x) +2cos(x) —2=0
= cos?(z) —2cos(z) +1=0
2> -2:+1=0 ouz=cos(z)
= (z-1)2=0
= z=1
< cos(z) =1

<~ xz=2k, keZ

La fonction cos(x) est invariante si on remplace x par —z: cos(z) = cos(—x).

La substitution z = cos(x) a bien marché parce que cette équation est aussi

invariante si on remplace x par —z:

sin?(—z) + 2cos(—x) —2 =10
<= (—sin(z))? + 2cos(z) =2 =0

<= sin?(z) — 2cos(z) +1=0



C’est-a-dire, = est une solution si et seulement si —z est une solution.
Pour bien choisir le changement de variable, il faut tester 'invariance de I’équation.

On utilise les Tests de Bioche:
Soit E(sin(x), cos(z)) = 0 une équation.
o Si E(sin(—z),cos(—z)) = E(sin(z), cos(z)), on utilise la substitution
o cos(z) =z
o sin(z) = /1 — 22
o Si E(sin(m — x), cos(m — x)) = E(sin(x), cos(z)), on utilise la substitution
o sin(z) = 2
o cos(x) = V1-22
o Si E(sin(m 4 x), cos(m + z)) = E(sin(x), cos(z)), on utilise la substitution

o tan(z) = z

. z
o Sll’l({E) = \/ﬁ
1
o cos(x) =

V14 22

Attention: cette substitution n’est valable que sur Dy,y,.

« Sinon, on utilise la substitution

on(3)
ctan (=) =%
2

. 2z
° SIH(I) = m
1 — 22
o COS(CC) = 1—|——Z2

Attention: cette substitution n’est valable que sur R\ {m + 27k | k € Z}.

Rappel:
o sin(—x) = —sin(x) o cos(—zx) = cos(x)
o sin(m — z) = sin(x) o cos(m —x) = — cos(x)

o sin(m + z) = —sin(x) o cos(m+ x) = — cos(x)



Remarque 1.39
En faisant un changement de variable, on a aussi exprimé les autres fonctions

trigonométriques en fonction de la nouvelle variable.
Par exemple, si on pose z = sin(z), on a

cos(x) = /1 —sin?(z) = V1 — 22

tan(z) = sin(x) _ z

cos(z) 1-—22

Les expressions pour la substitution z = cos(x) peuvent étre déduites de maniere

similaire.
Si on pose z = tan(z), on a

sin®(z)  sin®(z)

tan®(z) = cos?(r) 1 —sin’(z)

= tan®(z)(1 — sin’(z)) = sin’(x)

< tan®(z) = (1 + tan?(z)) sin?(2)

tan2
= sin?(z) = an—(f)
1+ tan®(x)
+t
— sin(x) — a—n(x)
1+ tan®(x)
. +z
<= sin(z) =

V14 22
On déduit cos(x) en termes de z d'une manicre similaire.

Exercice facultatif: déduire cos(x) et sin(z) en fonction de z pour la substitution
)
z=tan (= ).
2

On choisit a chaque fois la racine carrée positive, par exemple, on prend cos(x) =
V1 — 2% et non pas —y/1 — 22, car on récupere ces solutions perdues en résolvant

z = sin(z) a la fin.

Exemple 1.40

7
Résoudre 3tan?(x) 4+ 5 = .
cos(x)



On réécrit d’abord I’équation de la manieére suivante pour faciliter les tests de

Bioche:
2
sin“(z) 7 4520
cos?(z)  cos(x)
sin®(z) 7

Ddef:R\{g—kaM:eZ}.

Tests de Bioche:

in(—x),cos(—x)) = %) n -
E(sin(—x), cos(—x)) 30052(756) cos(—x) o
_ (— sin(x))? 7
-~ cos?(x) B cos(x) o
B sin?(x) 7
" cos2(z)  cos(x) o

= E(sin(x), cos(x))

On peut donc poser z = cos(x) et sin(z) = v/1 — z2. On obtient

1—-22 7

3=~ +5=0

z

= 3(1-2%)-T2+522=0
=222 -T24+3=0

— (22-1)(2-3)=0
<:)z=%ouz=3

1
< cos(z) = 5 ou cos(z) = 3.

On a pu multiplier par z car z # 0 sur Dgef.

g+%k

cos(r) == < x =1 ou (keZ).

| —

%W—I—Zﬂ'k

cos(z) = 3 n’a pas de solution.



L’ensemble solution est donc
+ +
S_Ddefm{?ﬂmm | keZ}_{?ﬂ+2wk | keZ}.

Exemple 1.41

Résoudre sin(z) 4 cos?(z) = 1.
On réécrit 1'équation, E(sin(x),cos(z)) = sin(z) + cos*(z) — 1 = 0.
Ddef =R.

Tests de Bioche:

Le premier test n’aboutit pas:

E(sin(—x), cos(—z)) = sin(—z) + cos*(—x) — 1
= —sin(z) + cos?(z) — 1

# E(sin(x), cos(x))
Mais le deuxicme fonctionne:

E(sin(m — z), cos(m — x)) = sin(r — x) + cos?*(7 — x) — 1
= sin(z) + (—cos(z))® — 1

sin(z) + cos?(x) — 1

= E(sin(x), cos(x))



On pose donc z = sin(z), cos(x) = v/1 — z2. On obtient

24+41-22-1=0

— z-22=0

— z(1-2)=0

<—z=0o0uz=1

<= sin(z) = 0 ou sin(z) = 1.

sin(z) =0 < x =7k, k € Z.

sin(z) =1 << x=%+27rk;,k:€Z.

L’ensemble solution est donc

S:{wk,g+2wk|kez}.

Exemple 1.42

Résoudre cot(x) 4 2sin?(z) — 2 = 0.

cos(x)

On rééerit 'équation, E(sin(x), cos(z)) = + 2sin*(x) — 2 = 0.

DdefZR\{ﬂk: | kEZ}.

Tests de Bioche:

sin(x)

Les premiers deux tests n’aboutissent pas, mais le troisieme fonctionne:

E(sin(m + x), cos(m + ) =

On pose donc z = tan(z), sin(x) =

 sin(x)

z
ﬁ, COS(x

M + 2sin®(w 4+ 2) — 2
sin(m + z)

—cos(x) )
Tﬂ(fﬁ) + 2(7SH1(:C))2 -2
)

cos(x + 2sin?(z) — 2

= E(sin(x), cos(x))



. . s ™
Attention: ce changement de variable n’est valable que pour x # 5 +7nk, k €7,
c’est-a-dire & € Dy,,. Il va falloir tester ces valeurs séparément dans I’'équation

originale.

Sur Dgef N Diay, on a1+ 22 # 0 et z # 0, et on obtient

1 2
S22

29—y
z 1+ 22

= 1+22 4223 -22(142%)=0
=142 4223 -22-22=0
=222 -2241=0

= (z-1)?=0

<— z=1

<= tan(z) = 1.

tan(z) =1 <~ :EZ%-Fﬂ'k,kEZ.

s
On vérifie aussi les valeurs 5 +7k, k € 7Z auxquelles cette méthode ne s’applique

pas, en les substituant dans 1’équation originale.
cot (g—l—kﬂ') + 25in? (gwm) 2=0+2 2=0.
L’ensemble solution est donc

™

2

™

SZDdefﬂ{ 1

+wk,%+ﬂk|kez}={z+ﬂk,

. +7rk|keZ}.

Exemple 1.43

Résoudre 15tan(x) + 9sin(z) + 32 cos(x) + 32 = 0.

sin(x)
cos(x)

On réécrit 'équation, F(sin(z), cos(z)) = 15 +9sin(z)+32 cos(x)+32 = 0.

Ddef:R\{g+7Tk | keZ}.



Tests de Bioche
Les premiers trois tests n’aboutissent pas. On est donc obligé d’utiliser la sub-

2z 1— 22

tituti ¢ (x) in(z) (x)
stitution 2 = tan | — sm\xr) = ———, CoS(T) = ———=.
2/’ 14 22’ 1+ 22

Attention: ce changement de variable n’est valable que pour x # 7+ 27k, k € Z.

Il va falloir tester ces valeurs séparément dans I’équation originale.

Sur DgeyN(R\ {7+ 27k | k€ Z}),onal+z*#0et 1—2%#0, et on obtient

2z 2z 1— 22
15 9 32 32=0
1—22+ 1+22+ 1—|—22+

— 302(14 22) +182(1 — 22) +32(1 — 222 +32(1 — 22)(1 +2%) =0
<= 30z +302° + 182 — 182° +32(1 — 222 +2*) +32(1 - 2*) =0
= 122° — 6422 + 482+ 64 =0

= 323 - 1622+ 122 +16 = 0.

Pour résoudre cette équation

« on cherche une racine “évidente” (ici, z = 2), et

« on divise ou on factorise le polynéme par le facteur trouvé (ici, z — 2).

Ici, on constate que 3-2% —16-22 +12-2+4 16 = 0, c’est-a-dire 2 est une racine,

et donc z — 2 est un facteur du polynéme. On effectue la division polynomiale:

32 (624122 416 |2-2 33 E0z=%
Tapl g 4T 2-2[3-t627 1122 16
— + — - o
262 402+D|32[102 - § T
—{02° + {2241
— oz 6 —A02%+122+1¢
—102°+202+0 —
-102° + 202
— 82 +15
- —Pz+ 16
— 2+ i
/g2+[é
(0)

0

(Voici deux facons équivalentes d’écrire ce calcul.)



On a donc

32% — 1622 + 122+ 16 = 0
= (2—-2)(322 =102 - 8) =0
— (2—-2)32+2)(z—4) =0
<:>z=20uz=%20u4

-2
@tan(%)onu?ouél

Ceci ne sont pas des valeurs remarquables, on doit donc introduire les solutions

L T
particulieres o, 8,7 € } 53 [ tels que

2
tan(a) = 2
tan() = %
tan(y) = 4

Ainsi, on obtient les solutions

{2a + 27k, 20 + 27k, 2v + 2rk | k € Z}.

On vérifie aussi les valeurs 7427k, k € Z auxquelles cette méthode ne s’applique

pas, en les substituant dans 1’équation originale.
15tan(m + 27k) + 9sin(m + 27k) 4+ 32 cos(m + 27k) +32=0+0—32+ 32 = 0.
L’ensemble solution est donc

S = Dger N{2a + 27k, 28 + 21k, 2y + 2wk, m + 21k | k € Z}

= {20+ 27k, 20 + 2wk, 2y + 2wk, 7w + 2wk | k € Z}.

Remarque 1.44

Cette méthode peut aussi étre utilisée pour les inéquations.



