Cours 4

1.4 Formules trigonométriques, transformations

Formules d’addition

Proposition 1.23
. — x — . g .
Soit v = un vecteur. En tournant ¢ d’un angle 5 dans le sens positif

Y
autour de 'origine, on obtient le vecteur

x cos(fB) — ysin(f)
xsin(f) + y cos(fB)

Preuve. Le vecteur U peut étre exprimé comme

- S oo o
Si on tourne les vecteurs ¥, i et j d’un angle 8 pour obtenir v/, i’ et j/, la méme

relation v/ = x4’ + yj’ est vraie pour ces vecteurs.



On peut trouver les coordonnées de i’ et j’: ils se trouvent sur le cercle unitaire,
i’ faisant un angle de 8 avec axe Ox et j’ faisant un angle 5 avec 'axe Oy

T
(c’est-a-dire un angle § + 5 avec laxe Oz). On a donc

(cos(s)
i =
sin(3)
s
. cos B+ —= — si
g [ %) (s
sin (B + 5) cos(f)
d’ou on déduit
S S cos(3) —sin(B) x cos(B) — ysin(pB)
=z +y)y=x +vy =
sin(3) cos(3) xsin(f) + y cos(B)

Théoréme 1.24

Pour tout «, 8 € R,

cos(a + B) = cos(c) cos(B) — sin(a) sin(8)
sin(a + B) = sin(a) cos(8) + cos(a) sin(f)
cos(a — B) = cos(c) cos(B) + sin(a) sin(8)
sin(or — ) = sin(a) cos(B) — cos(a) sin(f)

cos(a)
Preuve. On applique la proposition précédente au vecteur v =

sin(a)

. cos(a + )
En tournant ¢ d'un angle 3, on a v’ = . Mais par la proposition

sin(a + )



précédente, on a aussi

5 cos(a) cos(3) — sin(a) sin(f)

sin(a) cos(B) + cos(av) sin(3)

En comparant les coordonnées, on obtient

cos(a + f3) = cos(a) cos() — sin(a) sin(f),

sin(a + ) = sin(a) cos(3) + cos(a) sin(S3).

Les autres formules se déduisent a partir de celles-ci en remplagant § par —8. [

On peut aussi déduire les formules suivantes pour tan et cot.

Corollaire 1.25
Si OZ,B,O(:E ﬁ € Dtan;

tan(a) £ tan(p)

tan(a £ 3) = 1 F tan(«) tan(3)

Sl CV,,B,O[:E,B € Dc0t7

—1 =+ cot(a) cot(p)
cot(a) + cot(3)

cot(a =+ ) =

Remarquons que

ot € Dy <= 1Ftan(a)tan(B) # 0,

a £ B € Doy < cot(a) £ cot(8) # 0.



Preuve. On a

sin(a)
tan(a + B) cos(3)

_ sin(a) cos(B) + cos(«) sin(B)
cos(a) cos(f) — sin(a) sin(B)
[sin(cv) cos(B) + cos(«) sin(B)] / cos(a) cos(8)
[cos(cx) cos(B) — sin(«) sin(B)] / cos(a) cos(3)
tan(a) + tan(s)

- 1 —tan(a) tan(B)

On peut montrer les autres identités d’une manicre similaire. O

Formules d’angles doubles

On applique les formules ci-dessus au cas particulier des angles doubles, en

posant « = S.

Corollaire 1.26

Pour tout a € R,

sin(2a) = 2sin(«) cos(a)

cos(2a) = cos®(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 =1 — 2sin?(a).

Si a, 2a € Dyay,

2t
tan(2a) = L(g).
1 —tan®(«)
Sia, 2a € Doy,
cot?(a) — 1
t(2a)) = ——————
cot(2a) 2 cot(av)

«a «a
Remarquons qu’on peut aussi déduire que sin(a) = 2sin (5) cos (§>7 etc.



Formules de bissection

a
On peut exprimer les fonctions trigonométriques de 5 en fonction de a.

On a
cos(26) = 1 — 2sin?(B) = 2cos?(3) — 1.

En posant a = 23, on a
cos(a) = 1 — 2sin? (%) = 2cos? (%) —1.

On déduit les formules suivantes.

Corollaire 1.27

Pour tout a € R,

sin? (Q) _1- cos(oz), cos? (ﬂ) _ 1+cos(oz)'
2 2 2 2

o
Pour « tel que 5 € Dian,

o
Pour « tel que ) € Deot,

s (ay _cos? (8) _ 1+ cos(a)
cot (5) T sin? (2)  1—cos(a)

Exemple 1.28
_2\/§
3

teﬂ'?m‘
et o —, — .
2’ 2

Calculer sin (%) et cos (%) ol « est défini par sin(a) =
« Localisation de P(«):

ae E 3;] — P(a) € ITUIII.
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« Calcul de cos(a):

P(a) € ITUIIT = cos(a) < 0, et donc comme cos?(a) = 1 — sin?(a), on a

e Localisation de P g):

272 2 |44
pas assez précise pour déterminer le signe du sinus. Mais on sait en plus que

a € [ﬂ 371 — & IS [ﬂ- 371 — P (%) € T UII. Cette localisation n’est

3
sin(a) < 0. On peut donc déduire que o € |:7T, —ﬂ-}, ce qui implique que

2
« ™ 3T «
56{5,1].Onad0n6P(§)€I1.
. « a
— sin (5) > 0 et cos (5) < 0.
9 g) _ 1 — cos(a) ) (g
sin (2 — et sin 2) >0

« Calcul de sin (%) et cos (%)

= () = g

5 g) 1 +cos(a) g)
cos <2 = etcos( <0

— COS (Oé) = = =
5 = = =



Transformations somme-produit

On aimerait exprimer sin(a) + sin(/3) comme produit. On a

sin(y + ) = sin(7y) cos(§) + cos(y) sin(d)

sin(y — 0) = sin(7y) cos(d) — cos(y) sin(d)

FEn additionnant les deux équations ci-dessus, on obtient

sin(y 4 0) + sin(y — §) = 2sin() cos(d),

et en soustrayant, on obtient

sin(y 4+ 0) — sin(y — ) = 2 cos(7y) sin(4).

En posant c =v+det f=7—0,0na

et on a donc montré les identités suivantes:

sin(a) + sin(8) = 2sin <u ; B) Ccos (a ; 5)

sin(a) — sin(8) = 2 cos (a ; ﬁ) sin (O%ﬁ)

De maniere analogue, a partir des identités

cos(y 4 8) = cos(7y) cos(d) — sin(y) sin(d)

cos(y — 0) = cos(7y) cos(d) + sin(y) sin(d)



on peut déduire

cos() + cos(B) = 2 cos (a ;L ﬂ) o8 <a ; ﬁ)

cos(r) — cos(8) = ~2sin (a ; 6) sin (a 3 6)

Exemple 1.29
, T . (T
Résoudre cos(z) + cos <§ — x) = sin (g)

On a
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1
< %) =35
cos(:z: ) 5
s T
T- 3+7T
< < ou (keZ)
x_%:—+2ﬂ'k‘
<= qou (k € Z).

Exemple 1.30
T
leul (—)
Calculer tan 2



tan (l) — tan (Z _ Z) _ tan (§) — tan (%)

1+ tan (%) tan (%)

-7/ VB-1_  (V3-1p
I+1-2= V3+1  (VB+1)(V3-1)

=23
R T w77 71'71 T
emarquons que 571 63 1-2°%

Il y a donc plusieurs fagons d’effectuer le calcul ci-dessus.

Exemple 1.31

Factoriser et résoudre cos(2z) — cos(z) + 1 = 0.
On a cos(2z) = cos?(z) — sin?(z) = cos?(x) — (1 — sin®(z)) = 2cos®(x) — 1.

L’équation devient

cos(2z) — cos(z) +1 =0
= 2cos?(z) — 1 —cos(z) +1 =0
<= 2cos?(z) — cos(z) =0

e cos(z)(2cos(z) — 1) =0

cos(z) =0
<~ { ou

1
2cos(xz) —1 =0 < cos(z) = 3

:ng—i—ﬂ'k

<= {ou (keZ).

z:%—k?n’k:oux:%ﬂ-—i—%'k:



