Cours 3

Symétries

Définition 1.17
Une fonction f : R — R est dite paire si Vo € R, f(—z) = f(x), et impaire si
Ve €R, f(—z) = —f(2).

La fonction cos est une fonction paire car cos(—x) = cos(z) Vz € R.

La fonction sin est une fonction impaire car sin(—z) = —sin(x) Va € R.

La symétrie par rapport a l'axe Oz (des angles opposés) permet de voir ces

relations:

P sin(—a) = —sin(a)
-------- > cos(—a) = cos(a)

tan(—a) = —tan(a)

On peut aussi considérer les symétries suivantes et leurs conséquences.

La symétrie par rapport & la droite y = z (des angles complémentaires):

P(E-2)
PE) sin (g — a) = cos(a)

7z cos (g - a) = sin(«)

tan (g - a) = cot(a)




La symétrie par rapport a Paxe Oy (des angles supplémentaires):
A

B Pl

sin (7 — «) = sin(«)

> cos (m — ) = —cos(a)

tan (m — o) = — tan(«)

La symétrie centrale (des angles diamétralement opposés):

A
PE) sin (7 + o) = —sin(«)
> cos (m + o) = — cos(a)
’P{F+°() tan (7 4+ o) = tan(c)

On peut aussi voir ces symétries sur les graphes des fonctions.

Exemples 1.18

o Trouver cos(3m + z) en termes de sin(x) et cos(x):

cos(3m 4+ ) = cos(2m + 7+ x)
= cos(m + )

= —cos(x).
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« Trouver sin (:E + ;) en termes de sin(x) et cos(x).
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= —cos(x).

1.3 Equations trigonométriques élémentaires

sin(z) = a

» Domaine de définition: D4 = R.
o Il y a des solutions <= a € [—1,1].

+ Soit a € R une solution particuliere quelconque, sin(«) = a.

On a la solution générale

r=a+ 21k
sin(z) =a < { ou (keZ).

r=7—ao+ 2wk



L’ensemble de toutes les solutions est donc

S ={a+2rk,m—a+2rk | ke Z}.

Exemples 1.19
+ Résoudre sin(x) = 3
1 . . .
— € [—1,1] donc il peut y avoir des solutions.

Soluti ticulidre: —~ i (”) 1
olution particuliere: — car sin | — = —.
P 6 6) " 2

T = % + 27k
. 1 ou
sin(z) = 5 = . (k € Z).
r=m— E+27Tk
5
=%

Solution générale:

Sz{%—i—%k,%ﬂ—i—%kweZ}.

-1
« Résoudre sin(z) > -5

)

-1 — 7
Onasin(x)>7 = %+2wk<x<%+2wk,kez.



Solution générale:

— 7
S = U}%+2ﬁk,%+2wk{,
keZ
c’est-a-dire la réunion de tous les ensembles de la forme } %ﬁ + 27k, % + 27k

ou k est dans Z.
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cos(x) = a

» Domaine de définition: Dgey = R.
« Il y a des solutions <= a € [-1,1].

«+ Soit a € R une solution particuliere, cos(a) = a.

/
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P(-<)
On a la solution générale
T =«a+2rk
cos(z) =a < { ou (keZ).
T =—«a+2rk

L’ensemble de toutes les solutions est donc

S ={a+2rk,—a+ 27k | k€ Z}.



Exemples 1.20
« Résoudre cos(z) = V2.

Il n’y a pas de solution car V2 ¢ [~1,1]. S = 0.

1
+ Résoudre cos(2z) = = pour z € [0, 27].

3 € [-1,1] donc il peut y avoir une solution.

. AN T 1
Solution particulicre: cos (5) =3

217:24—271']{: x:z—i—ﬂk

1 3 6
cos(2z) = 5 &= jou <= {ou (kez).
T m
2¢ = —— + 27k =—— k
x 3 + 27 x 6 + T

Pour z € [0, 27], les solutions sont donc

T —T T bw 7w 1llmw
S_[O,27T]m{g+7rk’?+ﬂ-k|k€Z}_{67€7€7T}

P(Z+7)

?(%*+ _”_3 FP(’—?—«)— 27/’>

-1 2
+ Résoudre -5 < cos(z) < — pourz € [—m, 7).
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tan(z) = a

+ Domaine de définition: Dgey = R\ {g +7k| ke Z}.
o Il y a des solutions Va € R.

+ Soit a € R une solution particuliere, tan(o) = a.

-3ni2

411
ol=2r | oL 41T

On a la solution générale

tan(z) =a <= z=a+7k (k€Z).



L’ensemble de toutes les solutions est donc

S={a+rk|keZ}

cot(xz) = a

+ Domaine de définition: Dgyer =R\ {7k | k € Z}.
o Il y a des solutions V a € R.

+ Soit & € R une solution particuliere, cot(a) = a.

On a la solution générale
cot(x) =a < z=a+nk (keZ).
L’ensemble de toutes les solutions est donc

S={a+7k|keZ}.

Exemples 1.21

« Résoudre tan (2x + g) > %5



© € Dgey <= 2:z:+z7éz+7rk (keZ)

37 2

— 2z¢g—§+wk (k € Z)

= 2$7é%+7rk (keZ)

k
= x#%—i—% (keZ)

k
etdonchesz\{%—i-% | kEZ}.

P

Il nous faut donc z tel que tan (23@ + g) >

3
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wk

Les solutions sont donc données par

%+7Tk‘§2x+g<z+ﬂ'k‘
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Les solutions sont donc

s=J {—Tw+%k,

mk {
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keZ
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Remarque: si on voulait les solutions dans [0, 27], en intersectant les solutions

générales trouvées ci-dessus avec [0, 27|, on obtient

(0 Pt VY Il VY P
12 4’12 47 12 47 12 4’ ’
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Exemples 1.22

« Résoudre cos(2z) = cos (%) .

2:1“,:%4—271']6
cos(2x) = cos (%) < {ou (keZ)
290:—{—1—27719
T
Ix:27rk‘
< (ou (keZ)
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Ix:27rk‘
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< {ou (keZ)
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L’ensemble des solutions est donc

8wk 8k
={— — | keZ;.
5= {75 1rez)

« Résoudre sin? (g) + cos (g) =1.

. . N X
On convertit 'expression en un polynéme en termes de cos (5)

sin® (g) + cos (g) =1
<=1 — cos? (g) + cos (g) =1
<~ cos? (g) — cos (g) =0

= n(3) (s (5) 1) =0

@cos(%)zOon cos(%)—lzo.

On a maintenant deux équations élémentaires.

r w
i 5 2+ m T =m+4rk
COS(—):0<:> ou e ou
2 T —T
§—T+27rk T = —7 + 4rk.
cos(g)—lz() <— cos(g):l <— %z%rk < x = 4rk.

L’ensemble solution est donc

S = {4nk, 7 + drk, —7 + 47k | k € Z}.



