Cours 12

4.2 Fonction exponentielle

On a montré que la fonction In : ]0,4+00[ — R est bijective. Elle admet donc

une fonction réciproque.

Définition 4.7

La fonction réciproque de In, appelée la fonction exponentielle, est donnée par

exp : R — ]0, +o00[

x—y, ou In(y) ==z

On obtient le graphe de la fonction exp a partir du graphe de In par réflexion

par rapport a la droite y = z.

(7 ja eXF(X) ///

On déduit les propriétés suivantes immédiatement:

« exp est strictement croissante

« exp est continue sur R



o lim exp(z)=0et lim exp(x)=+o0

T——00 r——+00

e« exp(0) =1, exp(l) =e
« exp(In(z)) =z V& > 0, In(exp(z)) =z Vz € R
On montre les propriétés suivantes de exp:

(1) exp(z + y) = exp(z) exp(y), Vz,y € R
(2) exp(x —y) = Zzigi, Vz,y € R

(3) exp(p) =€f, ¥p € Q

(4) o = exp(pln(a)), Ya > 0, Vp € Q
(5) exp(pz) = [exp(x)]”, Vp € Q

(6) exp est dérivable sur R et exp’(z) = exp(z)

Preuve. (1) exp(z + y) = exp(z) exp(y), Vz,y € R:

Comme In est une fonction bijective, il existe a > 0 tel que z = In(a) et

b > 0 tel que y = In(b). On a donc
exp(z + y) = exp(In(a) + In(b)) = exp(In(ab)) = ab = exp(x) exp(y).

(2) exp(x —y) = Ziig;, Vo,y € R:

On a1 =exp(0) = exp(y —y) = exp(y) exp(—y) et donc exp(—y) =
On déduit donc que

exp(z)

exp(y)

exp(z —y) = exp(z + (—y)) = exp(z) exp(—y) =
(3) exp(p) =¢?, Vp e Q:

exp(p) = exp(p - 1) = exp(pln(e)) = exp(In(e”)) = €”.
(4) a” = exp(pIn(a)), Va > 0, Vp € Q:

a? = exp(In(a”)) = exp(pIn(a)).
(5) exp(px) = [exp(x)]”, Vp € Q:

exp(pz) = exp(pIn(exp(x))) = [exp(x)]? par le point ci-dessus.
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(6) exp est dérivable sur R et exp’(z) = exp(z):

On a

x = In(exp(z))

= [z’ = In'(exp(z)) - exp’ ()

i exp'(z)

= exp’(z) = exp(x).

Remarques 4.8
xT

« En vue du point (3), on peut écrire exp(x) = e”.

o La dérivée de la fonction exp est égale a la fonction elle-méme. Géométriquement,
ceci signifie que pour tout z € R, la pente de la tangente en x au graphe de

exp est égale a sa valeur en .

4.3 Fonction exponentielles et logarithmes de base quel-

conque

On dit que In et exp sont de base e car In(e) =1 et exp(1) = e. On peut aussi
définir des fonctions avec des propriétés similaires par rapport a une autre base,

a > 0.

Définition 4.9

Soit a > 0. La fonction exponentielle de base a est donnée par

R — 0, +o0|

x — a® = exp(zIn(a))

Les propriétés de la fonction a” sont analogues a celles de e*. En particulier,



o (@) =aP" VpeQ

e a"MY =q" . a¥, Vz,y eR

Si0<a<1,a® est striccement décroissante, car

x
gc<y:>a—:aw_y:exp (x—y)In(a) | > 1= a" > a’.
" T
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Sia=1,1"=¢""M =" =1 Vz eR.
Sia > 1, a” est strictement croissante car
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On remarque les limites suivantes:

+o00 si0<ax<l1 0 si0<a<1
lim a®* =<1 sia=1 et lim a* =<1 sia=1
T——00 r—+00

0 sia>1 +o0 sia>1

La dérivée est donnée par

li
[a®]) = (em ln(a)) = In(a)e® ™ = In(a)a®.



La dérivée est donc proportionnelle a la fonction.

Attention: la dérivée de a” n’est pas za”~!.

On remarque que a” : R — ]0, +oo] est bijective, ce qui nous permet de con-

sidérer sa réciproque.

Définition 4.10
Soit @ > 0, a # 1. Le logarithme de base a est la réciproque de la fonction a®,

défini par

log, : ]0,+oo] = R

x—y=log,(z)oua’ =2z

Notation: log;q(z) = log(x), log,. () = In(x).

Remarques 4.11

« log, permet de trouver z tel que a® = b. On a x = log,, (b).

Par exemple, 3% = 9 = x = log4(9) = 2.

« log, n'est pas défini car 1¥ n’est pas injectif, 1 =1 Vz € R.

« Ona
log,(z) =y < x=a"

— g =¥

< In(z) = yIn(a)
In(z)

= y= In(a)

In(z)
D 1 = —= 1 1.
onc log, () In(a) VYa > 1,a #

« log, (z) satisfait des propriétés analogues a celles de In(z).

+log o) = (1) =

In(a) z




e OnaVz,a,b>0,a,b+#1,

log, (x)

logy () = oot 5

car log,(z) _ In(z)/In(a) _ In(z)) _ logy, ().

log,(b)  1n(b)/In(a) In(b)

Le graphe de log, () est obtenu & partir du graphe de a® par une réflexion par

rapport a la droite y = x.

(ﬂ>1> ﬁ:a}( /// (0\'< i)

P 1 g = loj.‘ ()‘)

On remarque les formes différentes selon la valeur de a (@ > 1 oua < 1).
Exemples 4.12
+ Résoudre 10g1/2($2 —1) > log; 5(2 — @) + logy /5(3 — x).

Dgey={r€R|2*-1>0,2—2>0,3—2>0}=]—00,—-1[U]L2].

10%1/2(952 —1) > logy (2 — x) +logy 5(3 — )
— log1/2($2 —1) > logy ;5[(2 — 2)(3 — )]
=2’ -1<2-2)3 1) (logy j2(x) décroissant)
— 12 -1<6-5x+2°

— br <7



o Résoudre €311 — 22741 _ 3e2+1 — .

e3z+1 _ 2€2z+1 _ 3€x+l =0
= e(e3 —2e*" —3e") =0
=y’ -27-3y=0 (y=¢)
=y’ -2y-3)=0
—=yly+1)y—-3)=0

<~ y=0ouy=—-louy=3

y = e” = 0 n’a pas de solution car e¢* > 0 Vz € R.
y = e” = —1 n’a pas de solution car ¢ > 0 Vx € R.

y=¢"=3 < z=1In(3).

On a donc S = {In(3)}.



