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Corrigé 11
1. Calculer sans machine les quantités suivantes :
a) A=log, 1 ¢) C =log, 1 e) B =1log(log10')

b) B =log,2 d) D =log, 8 f) F = ¢e2ns

a) On exprime 'argument du logarithme comme une exponentielle de méme base :

A =log, 1z =logy(271) = —4 log,(2) = —4.

b) B =log,2 = log, v4 = log,(42) = 1 log,(4) = L.

In1
c¢) Le logarithme de 1 est nul quel que soit sa base : C'=log, 1 = ln_ =0.
nm

d) D= l0g1/2 8= 1Og1/2 (%)_3 =3 10g1/2 (%) =-3.
e) E =log(log10') =1log[10 (log10)] = log[10] = 1.

f) On exprime I’argument de I’exponentielle comme un logarithme de méme base :

2
F = 621115 — eln(5 ) — eln25 = 95.

2. Exprimer les quantités suivantes a 1’aide d’une seule fonction logarithme ou expo-
nentielle :

a) A=1log15—1og6+ 3 log?2 b) B =+e9.e2 3. ¢73/2

a) A = log15—1log6+ 3 log2 = log15 —log 6 + log(2*) = log (15 - & - 2%)
= log(2-10) = 1+1log2.

1 1
b) B = [e9 . e2—In3 . o=3/2 _ 9/2 24Ing . =3/2 _ 9/2. .2  ng . —3/2

9/2 . o=3/2 5

_ %e 02 — %69/2—3/2+2 B

1
3

3. Résoudre les équations suivantes :

a) €3x/2 . 6—331:/2 — 1
2

b) esinm o e—sinx —9 (1 T e—sinx)

(6])/2 + 56—]:/2)

c) 3+ log, (% — :E) = log, (i—ﬁ)
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a)

6332/2 . e—3m/2 — (ew/2 + 56—:p/2) : Ddef —R.

N —

On pose y=e2, y >0 et 'équation devient : 2 (3 —y ) =y + 5y~
& 28—yt =512 -2=0 & 222-22-52-2=0,

avec z=y?>=¢€%, 2>0. z=—1 est une racine évidente :
(z+1)(222-32-2)=0 & (z+1)(2—2)(22+1)=0.

La seule solution positiveest 2 =2 : e*=2 <& x=1In2.

eInT s — 9 (14 ¢ onT) Dyt =R.

i _emsine 9 (14 ee) o e _gesne 9

on pose y = e% ¢y >0 etl'équation devient : y—3y ' —2=0
& ¥Y¥-2y-3=0 & (Y-3YPW+1)=0 & y=3 (y>0).
y=3 & e =3 & sinz=In3,

or 3>e (e~2,718) et la fonction In est croissante, donc In3 > 1,

I’équation sinz = In3 n’admet donc pas de solution.

3+1log, (5 — ) =log, (3) .

Dot ={z€R|[1—2>0 et i—fl’>0} =] —o00, —1[.

logy(2%)+log, (5 —z) —log, (£9) =0 & logy (2°- (5 —x) - 25 ) =log, 1
s 2.(L-n) =1 & 8245:-13=0 & (8z+13)(z—1)=0.

13

x=1¢ Dge, laseule solution est = = — =

logy o (22 — 13— 8) — 3 =log, ) [2(z —15)] + 5.
Dot ={z€R[22—-13-5 >0 et 2(z—15) >0} = |15, +oo].

log, /5 (22 — 13 — ) —log, ) [2(x —15)] =1

222 —13r — 15 1

22— 135—
o log () —log,u(3) @ 2w (r—15) 2

& 22420 -15=0 & (r+5)(z—-3)=0
or x=-5¢&Dgs et x=3¢& Dy, dou S=90.

4. Résoudre les inéquations suivantes :

2

a) In(2z —e ") <2+ 1In(2) c) e?-e” > (evG’x>
b) 371 — 1458 < 9” d) In(x*Ve?) > z + In(16x — 48)

(Astuce : 27+ 54 = 81,27 - 54 = 1458)
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a) In (20 — e~ 7) <2 41 (1).
Dit={reR|[z#0, L>0 et 20-1>0} =]L, +ool.
Ona:In(2z—e ™) <2+1In(2)
em(e-1)<2+m(l) oh(2Z=) <24m(l)
& (2 -1)+In(1) <24+In(3) < (22> -1)<2
& 2-1<? & 22<id o —\/@<x< e

D’ou 5:} V2 _\/2(”62)[

2 2

b) 3*+* — 1458 < 9%, Dy =R.
3T 1458 < 9 & (3?)"—3%-31+1458 >0 & (3%)?—81-3+1458 > 0
En posant y =3%, y >0, Iinéquation devient :
y? —8ly+1458 >0 & (y—27)(y—54) >0 <& y<27 ou y>54.
o y<27T & 3<K2T & FLP & <3
ey>hd & 3I>H4 & 3>2.-3 &  x>3+logs(2)
car la fonction exponentielle de base 3 est strictement croissante sur R.

Dou S=]—-00,3] U [3+1ogs(2), +oo].

2
c) e e > (e 6_z>

Domaine de définition: Dger =] — 00, 6]
2
Onae’- e* > (e 67:”) & T s Vo

La fonction exponentielle étant strictement croissante on obtient

9+2>2/6—2

Condition de positivité : 94+ >0 < x> -9

Apres élévation au carré, nous avons : x® + 187 +81 > 4(6 —z) <&
(x4+3)(z4+19)>0 < zx€]—00;—-19[U]—-3; +o0|

En intersectant avec le domaine de définition et la condition de positivité, nous
avons : S =] — 3; 6]
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d) In(z?Ve2*) > z + In(16z — 48)
Domaine de définition : on doit imposer z2ve?* >0 = x #0 et 16x —48 >
0 = >3 dolu Dge =3, +00].

En utilisant les propriétés du logarithme :

In(23Ve2?) > x4+ In(16x — 48) <  In(z?) 4+ In(Ve?®) > z + In(162 — 48)
& In(z?)+z>12+ (162 —48) < In(z?) > In(162 — 48).

Comme le logarithme naturel est une fonction monotone croissante, on a :

2> 160 —48 & (r—4)(z—12)>0 & x€]-o0,;4[U]12; +o0;

On obtient ainsi en intersectant avec le domaine de définition : S = ]3; 4| U
1125 +o00].

5. Résoudre les inéquations suivantes :

a) log, £=% < —1 +log,(2z) — 2 log, |z — 6|

i) avec a =2, ii) puis avec a = 3.

b) log,(4 —z)+a<a-log,(z+2)—1

i) avec a =2, ii) puis avec a = 3.

a) log, =% < —1 +log,(2z) — 2 log, |z — 6].
Does={z€R|[2—-6%#0, 2z>0 et 2= >0} =]0,4[U]6, +oo].
log, £=% + 2 log, |z — 6] + 1 < log,(2x)
& log, 2= +log,(z — 6)* + log,(a) < log,(2x)
< log,[a(x—4)(x—6)] <log,(2z).

i) La fonction logarithme de base a = 2 est strictement croissante :
logy[2 (2 —4) (x —6)] <logy(2z) < 2(x—4)(x—6) <2
& P-11rx+24<0 & (z-3)(z—-8)<0 & =z€[3,8].
Doun S=[3,4[U]6, 8].

ii) La fonction logarithme de base a = 5 est strictement décroissante :
logyo[5 (x—4)(x —6)] <logp(22) & 5(r—4)(r—-6)>2
& P-14r+24>0 & (z—-2)(x—12)>0

& € ]—00,2] UJ[12, +00]. Dou S=10,2]U[12, +oo].

)
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b) Ensemble de définition: les arguments du log doivent étre positifs: Dy =|—2; 4]

(EE

log,(4—2)+a<a-log,(z+2)—1 & log,—= < —a
8a(4 — 1) g.(z +2) 8 (o7 2
(4-2)

(i) log, T <-3

Le logarithme et la fonction puissance sont strictement monotones crois-
santes pour a = 2; on peut prendre l'exponentielle de base 2 de chaque
membre:

(4_5B) -3 1 2 2
-~ 2 <9 & 44— < - 2 = 120 — 28 >0
(rr272 = z< gz +2) x” + 12z >

re]l—oo; —14] U 25400[=1;; S=I1 N Dy=1[2;4].

(ii) Lelogarithme et la fonction puissance sont strictement monotones décroissantes
pour a = 1/2; on peut prendre I’exponentielle de base 1/2 de chaque mem-

bre:

4— 13

W= 1% L s BEED e 2 — 16230
(r+2)z ~ 2

car x < 4, donc on a pu élever 'inégalité au carré puisque tous les facteurs
sont positifs.

r€]—00;0] U [16; +oo[=1y; S=1I, N Dy=]—2;0].

6. Déterminer, la ou elles existent, les fonctions dérivées des fonctions suivantes :
a) a(x) = tan (a”), d) d(z) = arcsin(e”),
b) b(z) = el/ne e) e(r) =z sin(lnz —I).

¢) ¢(z) =In(lnx),

a) a(r) = tan (a”) = tan (e*™*) = d'(z) =Inae"™* [1 + tan®(e"™?)]
=a"Ina [1 + tanQ(az)] ,

e1/lnac

b) b(z) =™ = V(z)=(1/Inz) /" = ———
zIn"x

¢) o(x) =ln(nz) = d(z)=(lnz)— =

. T / _ x\/ 1 —
d) d(z) = arcsin(e®) = d'(z) = (") \/1 oy i
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) e(x) =z-sin(lnz—%) = ¢€(z)=sin(lnz—23)+z-1 cos(lnz—1I)

=sin(lnz — %) + cos(lnz — ) = V2 sin(lnz).




