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Corrigé 9

1. Déterminer le domaine de définition, puis résoudre I’équation suivante :

3
2 arccos (%) + arcsin (if) = g )

o Ddefz{xeR | #0, £ e[-1,1] et xj;? € [—1,1]}.

ofel[-1,1] & =xe€][-4,4].

0o —1<22 o —2<z?-2 & 2-1>0 & (z=1)(z+1)>0

0o Z2<] & 22-2<z? & -2<0 & zeR*.

L’intersection des trois domaines donne Dy = [—4, —1] U [1, +4].

. 2_
e Posons o = arccos (£) et [ = arcsin <II22) .

ae[0,m] et Be[-3,2] doh 2a+p3 € [-5,%].

L’équation 2a + 5 = 37” a donc bien un sens car 3t € [—7, 3 ].

, . , . . 2_
e Résolution de I'équation 2 arccos (ﬁ) = 37“ — arcsin (Ix22>

On cherche a ”se débarrasser” des fonctions arc en appliquant la fonction sinus
ou la fonction cosinus aux deux membres de cette équation.

Mais quelle fonction choisir 7 L’une donne un résultat simple et 'autre
débouche sur une équation compliquée et désagréable a résoudre.

Il faut faire le bon choix !
o En prenant le sinus des deux membres de ’équation, on obtient :
2= -8 = sin(2a)=sin (¥ - p5)

< 2sina-cosa = —cos [
o 27 1-@ = —\1-(Z2)

o En prenant le cosinus des deux membres de 1’équation, on obtient :

2= -8 = cos(2a)=cos (2 —p)

& 2cos’a—1=—sinp

T\ 2 x? =2
N 2(—) 1= .
4 2
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La deuxieme méthode est évidemment la plus agréable.

Mais attention ! En appliquant une fonction trigonométrique aux deux mem-
bres de cette équation, on perd 'équivalence, car ces fonctions ne sont pas
injectives. On introduit peut-étre des solutions parasites.

e Résolution de ’équation associée :

2 2_9
2(f> =2 o ' —16=0 o z—=+2 € Dy
4 2
Les deux valeurs obtenues z = —2 et x = 2 sont des ”candidats-solutions”

(vraies solutions ou solutions parasites ?)

e On teste ces deux valeurs dans I’équation initiale :

ox=-2: 2&rccos(—%)+arcsin(%)—22%4—%—3;
ox=+42: 2arccos(%)+arcsin(%):2%4—%:% 37%

Donc seul z = —2 est solution , 5 ={-2}.

2. Résoudre dans R les trois équations suivantes :
a) % + arctan(2z) = g — arctan(3z)
b) 2 arctan(z + ) + arctan(2z — 1) = g

¢) arcsin x + arcsin(2x) — arccos(v/3 x) = g

a) % + arctan(2x) = g —arctan(3z), Dger = R.

On pose « = arctan(2z) et [ = arctan(3x).

L’équation devient : T4+a=%5—-8 & a=7—-F = tana=tan( 7).

Attention ! D’une part, la fonction tangente est non injective, mais d’autre
part, elle n’est pas définie sur tout R.

tan § — tan 3 1—3x
&S 2r=——,
1+ tan 7§ tan 3 143z

tana = tan(§—f) < tana =

T —3.

La valeur interdite x = —% coincide avec la valeur interdite = —7 .

Cette valeur est peut-étre solution, il faut la tester dans ’équation initiale :

arctan(—%) 4 arctan(—1) < 0 donc arctan(—2) + arctan(—1) # =

Donc z = —% n’est pas solution. On cherche des solutions dans R\ {—%
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1—3x

2 _ — — —
5z & 62°+b5r—1=0 < (x+1)(6z—1)=0

2r =

1

< w=-1 ou x=g,

On teste ces deux ”candidats-solutions” dans 1’équation initiale :

o x=—1: arctan(—2)+arctan(—3) # 7.

<0 <0
ox:%: soient a:arctanée[o,g] et B:arctanée[o,g].
1,1
a+p € [0,7] et tan(a+6):1:3—121:1 = a+p="T.
-1.1

Seul =z = = est donc solution, S = {é} .

1
6

2 arctan(z + 3) + arctan(2z — 1) = g , Dger=R.

On pose « = arctan(z + 3) et g = arctan(2z —1).
L’équation devient : 2a+f=5 & 2a=7-7

2tana 1
1 —tan’a tanf ’

= tan(2a) = tan(§ — 3) 2a#+£5 et 3#0.

Attention ! D’une part, la fonction tangente est non injective, mais d’autre
part, elle n’est pas définie sur tout R.

2tana 1 - 2(x+3) 1

1 —tan?a  tanf 1—(z4+3)2 22-1°

_3 1
r#F -5 et F 3.
Les valeurs interdites = —2 et z =1 coincident avec les valeurs interdites

2

2
a==x7 et 3=0.

Ces valeurs sont peut-étre solutions, il faut les tester dans 1’équation initiale :

ox=—2: 2arctan(—1) + arctan(—4) < 0,

ox=1: 2arctan(l) + arctan(0) = 2.
Donc z = 3 est solution.
On cherche d’éventuelles autres solutions dans R\ {—3, 2} :
2(x+3) 1

@t g 22-1 ° Ge+1)2e—1)=1- (v+3)°

& ft+r-I=0 & (z-1%) Gz+I)=0 & z=-=L.
On teste cette valeur dans 1’équation initiale :

7

x = —+1: 2 arctan(—4)+arctan(—2) < 0, donc z = —

, .
5 n’est pas solution.

L’unique solution est z = % , S = {%} .
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1] et V3ze[-1,1]} =[-1,

Soient « =arcsinxz, [ =arcsin(2z) et = arccos(v3z).

¢) arcsin z + arcsin(2zx) — arccos(v/3 x) =

ro| 3

—_

Dit={z€R | ze[-1,1], 2z€[-

].

N

L’équation s’écrit : a+f8—-y=5 & a+f=75+7y

= sin(a+p)=sin(5+7) < sinacosf+cosasinf = cosy

=0 ou
& o1 - 202+ 20V —12 =3z & '
(22) {\/1—4x2+2\/1—x2:\/§

+

o =0 n’est pas solution : arcsin(0) + arcsin(0) — arccos(0) = —

o V1—422+2V/1—-22=+/3
& 1—4?+4(1—2?)+4V1—422/1—-22=3

o
B

S 4V —4a2V1—22=822-2 & 21 —4dx21—a2=42>—1.
Donc 42 —1>0, or z € Daer = [—3, 31,

les seules solutions de cette équation sont donc = = i% :

On teste ces deux valeurs dans I’équation initiale :

_ 1. : 1 : N 3 s
o ¥ = —j5: arcsin(—j) + arcsin(—1) — arccos(—%*) = =5 # 7,
_ 1. L il — V3 _m,m 1w
o x=g: arcsing +arcsinl —arccos 5> =5+ 5 —¢ =73
Il n’y a donc qu'une seule solution z =1 S = {l}
2 2

3. Soit la fonction f de A CR dans B C R définie par f(z) =sinz + coszx.

Déterminer A et B de sorte que f soit une bijection.

Déterminer alors la fonction réciproque de f.

En vue de déterminer I'ensemble Im f, on cherche a exprimer f a l'aide d’une
seule fonction trigonométrique :

f(z) = sinz+cosz
= ﬁ[@ sinx+‘/7§cosx]
= V2 [cos(Z) sinz +sin(%) cos ]

= V2 sin(z + I).
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y =sin(x), |y = cos(x), Y | y=sin(z) 4 cos(z) = V2 sin(z + %)

Ll

IBVOIE S

On déduit donc que Im f = [—\/5, \/ﬂ, B = [—\/5, \/5]
e Une solution

On définit I'ensemble de départ A en se servant de la détermination principale
du sinus : l'intervalle [—— z } .

La fonction c(z) = v/2 sin(z + I) est injectivesi 2+ 2 € [-2, 2] :

La fonction f: A= [—%”, %] — B= [—\/5, \/ﬂ est donc bijective.

x — V2sin(z + )
Elle admet une fonction réciproque f~1!.

Pour déterminer ’expression de cette fonction réciproque, on résout 1’équation
y = f(x) par rapport a la variable z en considérant y comme un parametre.

Y

V2

yzﬁsin(x%—%) & sin(r 4 §) =
Or \%E[—l,l] et :1:—1—%6[—%,%], donc

sinfz+ %) =—= & z+i=acsin(y) & v=-]+arcsin(F).

V2 1 2 2
Cette fonction réciproque de f(x) =sinz + cosx est donc définie par

eV VE] = R

x — =4+ arcsin(\%)

e Une autre solution

On définit I'ensemble de départ A en se servant d’une détermination non

principale du sinus : par exemple l'intervalle [% , 37”}

La fonction c(z) = v/2 sin(z + I) est injective si o+ T € [2,3]:
La fonction f: A= [%, %’r] — B = [—\/5, \/5] est donc bijective.

x — V2sin(z + %)

Elle admet une fonction réciproque f=1.
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Pour déterminer I'expression de cette fonction réciproque, on résout 1’équation
y = f(x) par rapport a la variable z en considérant y comme un parametre.

Y

V2

y = V2 sin(z + ) & sin(z+ )=

Or \%6[—1,1] et x—i—%E[%,:s—”], donc
Y

sin(z+§)=—7% & c+i=m—arsin(p) & 1= 3T arcsin() -

\/§ 4 2

Cette fonction réciproque de f(x) =sinx + cosz est donc définie par

7 [=v2v2] — [

x —

x_

< — arcsin( \/i)

e Une troisiéme solution

On exprime f a l'aide de la fonction cosinus, puis on définit ’ensemble de
départ A en se servant de la détermination principale du cosinus : 'intervalle
[0, =].

f(z) = cosz+sinz

= \/§ [‘/75 Cosav—k‘/T§ sinx}

= V2 [cos(%) cosz +sin(%) sinz |

= V2 cos(z — 7).

La fonction c(z) = /2 cos(z — I) est injective si z — % € [0, 7] :

La fonction f: A= [%, 5”} — B= [—\/5, \/5] est donc bijective.

4
x — V2 cos(z — %)

Elle admet une fonction réciproque f1.

Pour déterminer I'expression de cette fonction réciproque, on résout I’équation
y = f(z) par rapport a la variable = en considérant y comme un parametre.

Y

V2

y = V2 cos(z — ) & cos(z—1%)=

Or %e[-1,1] et x—-7€[0, 7], donc
cos(x—%):% &  x—=arccos(5) & a =7+ arccos(J5).

Cette fonction réciproque de f(x) =sinz + cosx est donc définie par

S =2Vl — [ F]
x —  +arccos( )

Remarque : il s’agit de la méme fonction f~! que dans la deuxiéme solution.
seule son expression est différente.
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4. Calculer arctanx + arctan (%) , T €R"

En déduire la représentation graphique de la fonction f(x) = arctan (i) a partir
de celle de la fonction arctanx .

Localisation de arctan(x) + arctan (1) :

x

a:arctan(x)e}— [, ﬁzarctan(%)e]—g,g[ = a+pfe]-n,7

o[y
SIE

Y

Calcul de tan(a + ) :

tan o + tan 8 1
tan(a + p) = avec « = arctanx et = arctan (=) .
(a+5) 1 —tana-tanf’ p (2)
Le dénominateur est nul : 1 —tana-tanfg = 1—3:&:0, vV x e R

Donc tan(a + ) n’existe pas.

Or a+p€ |-m, | et tan(a+ ) n’existe pas, implique que o+ 3 = ig.

Y
Pla+p5)?

On essaie de déterminer o + [ :

e avec un argument de signe :

-

osi t<0: «+ (= arctan(x)+ arctan (1) = —z,
N——— ~ o 2

<0 <0
T
osi >0: a+ 3 =arctan(z)+arctan (1) =+—.
N\ — - N -~ z 7 2
>0 >0

e Ou en calculant sin(a+ ) :
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sin( + ) = sina-cosf + cosa-sinf3
_ tan « . 1 n 1 ' tan
V1+tan’a /14+tan?B  V1+tan’a /1 +tan®p
I SN S SUN
V1+ 22 \/14_(%)2 V1+ 22 \/1_,_(%)2
x || 1 1. z]

T

. + .
Vi+22 a2+l V1422 V241

_aefa | Lelal
24+1  x22+1
_ az-x-sgn(z) 2 -x-sgn(x)
a2+ 22 +1
241 ()
= -sgn(x
24+ 1 &
- -1 si <0
o +1 st 2>0.
—5 siz <0
Or a+pe|-m,m[, donc a+p=
+5siz >0,
- s x<0
arctan x 4+ arctan (%) = 2
+5 st x>0,

On en déduit 'expression de f(x) = arctan (1) en fonction de arctanz :

—Z —arctanz si <0
f(z) = arctan (1) = 2
+5 —arctanz si x>0

puis le graphe de f(z) = arctan (i) a partir de celui de arctan(z) :

T

B

y = arctanx

y = arctan (%)

‘ X

—
|
NIE
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5. Dans un triangle ABC' les angles «, 3, v sont définis par
a = arccos(4x) f = arccos(—3z) v = arccos(24z?).
On connait aussi le rayon R de son cercle circonscrit R = 25.
a) Déterminer la valeur de x ainsi que les valeurs de sina, sin5 et sin~y.

b) Calculer le rayon 7 du cercle inscrit du triangle ABC'.

a) La somme des mesures des trois angles du triangle ABC vaut .
at+f+y=m1 & at+f=r-v = cos(a+f)=cos(t—7)

& cosa cosfS—sina sinf = — cosy

& (4z) (=3z) — /1 — (42)2 /1 — (—31)? = —242>

& /1— (42)? /1 — (—32)% = 1222

1
& (1-1627) (1 —92%) = 1442 & 2522=1 & z= £
On teste ces deux valeurs : ['unique solution est x =
Et on en déduit le sinus des trois angles :

o sina = sin(arccos 3) = +4/1— (3)> =2,

o sin 8 = sin[arccos(—

Cﬂ|0~3
/-\
O“IOJ
OWIH;

o sin~y = sin(arccos 2t

b) Connaissant le rayon R du cercle circonscrit au triangle ABC', on en déduit
la mesure des trois cotés a, b et c.

a b c

—— = 2R,
sina sin B sin 7y

a=2Rsina =30, b=2R sinf =40 et c=2Rsiny =14.

Connaissant la mesure des trois cotés a, b et ¢, on en déduit le rayon r du
cercle inscrit au triangle ABC'.

S_\/(p—a)(p—b)(p—c) ol p== (a+bte) =42,

1

P 2
12-2.28
42




