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Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé
recto-verso, il contient 9 questions et 16 pages, les derniéres pouvant étre vides.

Le total est de 30 points. Ne pas dégrafer.

tronique est interdite pendant I'épreuve.

* Pour les questions a choix multiple, on comptera:
les points indiqués si la réponse est correcte,
0 point siil n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.

* Posez votre carte CAMIPRO sur la table et vérifiez votre nom et votre numéro SCIPER
sur la premiere page. Au démarrage de I'épreuve, signez la premiére page.
* Aucun document n’est autorisé. L'utilisation d’'une calculatrice et de tout outil élec-

» Utilisez un stylo a encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du cor-
recteur blanc si nécessaire. Les dessins peuvent étre faits au crayon.

Si une question est erronée, les enseignant-es se réservent le droit de I'annuler.
Répondez dans |'espace prévu (aucune feuille supplémentaire ne sera fournie). Les
brouillons ne seront pas ramassés.

Respectez les consignes suivantes | Observe this guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
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Trigonométrie circulaire

Formules d’addition :

sin(xz 4+ y) = sinx cosy + cosx siny cos(x + y) = cosx cosy — sinx siny

tanx + tany

tan(x =
@+y) 1 —tanx tany

Formules de bissection :
1 —cosx 1+ cosx 1 —cosx

2/x 2/x
cos“(5) = tan“ (=
2 ( 2 ) 2 ( )

2/
sin“(%2) = - 77
(2) 2 1+ cosx

Expressions de sinx, cosx et tanz en fonction de tan(3):

. 2tan(3) 1 —tan?(%) ¢ 2tan(3)
sineg = ——=—— cosx = ————== anx = ——="——
1+ tan®(%) 1+ tan®(%) 1 — tan®(%)
Formules de transformation somme-produit :
cosT + cosy = 2 cos(%) cos(*5Y) cosT —cosy = —2 sin(mzﬁ) sin(*3Y)
sinx + siny = 2 sin(w—gy) cos(*5Y) sinz — siny = 2 cos(%) sin(*5Y)
Trigonométrie hyperbolique
Définitions :
) e —e™® e +e® e —e™® a . 1o
sinhe = —— coshx = —— tanhe = —— cosh“x —sinh“xz =1
2 2 et e ®
Formules d’addition :
sinh(xz + y) = sinh « coshy + coshz sinhy cosh(x + y) = coshx coshy + sinh z sinhy
tanh tanh
tanh(z + y) = anhx + tanhy
1+ tanhx tanhy
Formules de bissection :
coshzx — 1 coshx +1 coshx — 1 sinh z
sinh?(2) = ——— cosh?(Z) = coshw +1 tanh(Z) = —. -
2 2 sinh z coshxz +1
Dérivée de quelques fonctions
, f@) | P ,
f(=z) f'() f(zx) f'(z)
1 sinh coshz 1
arcsine | —— argsinhx | ——
V1— a2 & V14 x2
1 coshx sinh 1
arccosT | ——— argcoshx | ——
V1 — x? 1 & x? —1
tanhxe | ———
1 cosh? x 1
arctan x argtanhx | ———
14+ x2 1 1 — x2
arccotx | — sinh” x arg coth x
14 x2 1 — 2
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Premieére partie, questions a choix unique

Pour chague question, marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de
ratures. Il n’y a qu’une seule réponse correcte par question.

Question 1 (2 points)
On considére une fonction f dont le tableau de signes de sa dérivée f/ est donné par :

F'(=) + - - +

Parmi les graphes ci-dessous, choisir celui qui pourrait étre le graphe de f.

Correction :
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Question 2 (2 points)

Calculer la valeur de la limite
1 n
lim — E .
k4
n—4oco n 1 1+ n

3=

[]1 ] D%
1 T
mf m mf

Correction : On reconnait des sommes de Riemann associées & I'intégrale [ T1eadx et une
partition réguliére de taille * de I'intervalle [0,1]. La fonction étant continue sur [0,1], les

, ye s s 1
sommes de Riemann convergent alors vers l'intégrale. Or [y y2zdz = ; arctan(z?)[§ = §.

v oy

Question 3 (2 points)
On considere une fonction f : R — R continue sur R et périodique de période T = 2. On
suppose que

. /Ozf(w)dw:i%

» Dans le plan Ozy, restreint a I'intervalle [0, 2], le graphe de f est symétrique par rapport
a la droite verticale x = 1.

Donner la valeur de lI'intégrale définie

10
I= f(x)dx.
5

|:|I:2 DI:Z [lr=38
2 2
15

[(J1=9 = [(J1=>5

Correction : La fonction étant périodique, on a f;o f(z)dx = f; f(x)dz = ff f(z)dx = flz f(z)dz+
I3 f(x)dz = [? f(z)dz + 2 [} f(x)dz. Comme le graphe est symétrique par rapport & = = 1,
ona [f f(z)dz = 2. D’ou [;° f(z)dz = 2 +6.

Question 4 (2 points)
Donner la valeur de I'intégrale définie

2
I:/ z2\/1 + z8dzx.
0

[ ]1=26 [J1=2Vv3 [J1=6
DI:;@ DI:% -12%2

3
Correction : Une primitive est donnée par g (\/1 + w3) .
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Deuxiéme partie, questions a réponses courtes

Pour chaque question, écrire seulement la réponse finale dans I’espace prévu.

Question 5: Cette question est notée sur 4 points.

[ s Js [ Js[ s
W [k

(a) (1 point) Donner un exemple d'une fonction f : R — R, définie et continue sur R, qui
admet au point (0,0) de son graphe un point anguleux qui n’est pas un extremum local.

(b) (1 point) Donner un exemple d'une fonction f : R — R, définie sur un voisinage de x = 0
et dérivable sur un voisinage épointé de = = 0, telle que f/(z) < 0siz < 0et f'(z) >0
si x > 0, mais telle que f(0) n'est pas un minimum local de f.

(c) (1 point) On considéere une fonction f : R — R continue sur R dont la dérivée satisfait que

1
1i / = li .
Jm fe) = i e T (2 — )z — 2a)

Pour quelle valeur de a € R, f admet-elle au point (3, f(3)) de son graphe un point a
tangente verticale qui n'est pas un point de rebroussement ?

(d) (1 point) Dans le plan Ozy, on considéere la courbe paramétrée définie par

z(t) = sin(2t)
teR.

y(t) = cos(5t)

Donner la période de la courbe I' et sa symétrie dans le plan Ozxy.
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Solution
(a) Par exemple, f(z) = z,z < 0 et f(z) = =2,z > 0.
(b) Par exemple, f(z) = 2,z # 0, f(0) = 2.
(c) a=3

(d) T = 27, T a une symétrie d’axe Oy (z(t) impaire, y(t) paire).
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Troisieme partie, questions de type ouvert

Répondre dans |'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les
étapes de votre raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases a
cocher: elles sont réservées a la correction.

Question 6: Cette question est notée sur 3 points.

[ Js [ Js [ s
WM (L[ :[k

On considere la fonction f : [—1,0] — R définie par
f(x) = x® + 2.

Pour quelle valeur de z € [—1,0], la pente de la tangente au graphe de f au point (z, f(x))
est-elle minimale ?

Solution

La pente de la tangente est donnée par la dérivée de la fonction f : f/(x) = 3x2 + 2z. Pour
déterminer quand est-ce que f’ est minimale, on étudie ses variations en calculant sa dérivée,
a savoir f”(z) = 6x + 2. On a alors le tableau de signe suivant :

I (x) - 0 +

f'(z) \ /

La pente est donc minimale en z = —

ol
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Question 7: Cette question est notée sur 5 points.

[ s [ s Js [ ]s[ s
W ([l k[l

En justifiant rigoureusement vos calculs, déterminer la limite suivante :

lim ef®)
r—— 00
ou in (%)
sin (T
J— €T
@) = In(2 + tanh(z))’
Solution

Par continuité de I'exponentielle, on a que

lim f(x)
lim ef(® = ez——c0 .
T—r— 00
Des lors, il suffit de calculer lim f(x).
r— —o0
Orona
sin (Z 0 —cos (X)) 5 h?
() =— = lim I &) 22 = lim —mcos (TF) - (2 4 tanh(x)) -Lz(w).
z——oo In(2 4 tanh(z)) 0 37 *7 T 3tanh(@) coh?@ T T T

——

Seul le troisieme facteur est une indétermination (de type 22), on applique donc BH a nouveau.
Ona

cosh?(x) _ > 2 cosh(x) sinh(x) — lm sinh(2x)

T — —00 x2 o0 N~ z——oco 2x r— —o00 2x
BH
0o ) 2 cosh(2x)
= = lim ——~ =
oo N~ z—>—00 2
BH

Par conséquent, on remettant tout ensemble, on trouve que

lim f(z)=-m7-400=—0
r——00
et donc lim  f(z)
im f(x
lim ef(® = ez—=—co =0
r— —o0
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Question 8: Cette question est notée sur 5 points.

[ s [ s Js [ ]s[ s
W ([l k[l

Soit f : R* — R la fonction donnée par

oy a [V o)

2

Etudier les branches infinies du graphe de f.

Solution

Il faut étudier les limites de f(x) aux frontieres de son domaine de définition. On commence
par manipuler I'expression pour la rendre plus agréable a calculer :

|lz|\/]1+ 2

2
? —x = sgn(x) ’1+‘—azew—w.
x

2

e xr— —oo0:0na Il = 1 14+ 2| — pe® — —

T oo w_ir_noof(a:) Jim sgn(x) ’ + ac‘ ze x 400

—0 ——00
——1
ona li li 1 2 r

e x— : = il —_ - _

x — +o0o Lm f(x) Lm sgn(x) + - e x oo

——+o0 —+oo

—1

2
exz—>0:0na li ) = lim sgn(x 1+—|—xze®*— = = too.
L, F@) = i, sen(@) ! u\ KNGS

—0 —0

—too

On a donc une asymptote verticale en =z = 0.
Pour déterminer la nature asymptotique en x — +o0, on a étudie la limite du rapport %‘”) On
a alors

@ oy VIR

* lim — € —1 = —oo. Le graphe de f admet donc une
z—+oo xz——+o00 x2 ~~
—— —+oo
—0

branche parabolique verticale quand z — +oo.

2
e tim @) gy V2

— et —1=-1
r—>—00 r—>—00 x2 ~~
——— =0
—0

On recherche une éventuelle asymptotique oblique quand z — —oo

2
lim f(z) —(—1)-x = lim sgn(x) ‘1—1—‘ —xze®*=—-1+4+0=-1.
r— — 00 T——00 €T

Le graphe de f admet donc une asymptote oblique d’équation y = —x — 1 quand z — —oo.
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Question 9: Cette question est notée sur 5 points.

[ s [ s Js [ ]s[ s
W ([l k[l

Dans le plan Ozy, on considére la courbe paramétrée I définie par

:Iz(t)=2—|—|t_1|3
; AR
v =1 w

(a) Déterminer le(s) point(s) stationnaire(s) de I' et la pente des tangentes (ou des demi-
tangentes) a I' en ce(s) point(s).

(b) Etudier les variations locales de z(t) et y(t) au voisinage des points trouvés en (a). Ré-
sumer le(s) situation(s) dans des tableaux contenant le signe de &(t) et y(t) et les varia-
tions locales de xz(t) et y(¢t).

(c) Faire I'esquisse locale de la courbe au voisinage des points trouvés en (a). Représenter
les tangentes (ou les demi-tangentes) sur le dessin. Indiquer par des fleches le sens de
parcours de la courbe.

Solution

(a) Pour calculer &(t), on récrit (t) comme

_ 133

x(t) =

_4\3
24 Gol e <

On trouve donc que pourt # 1, 0n a

(t —1)2(4t% 4 8t + 3)
(1 + 4t2)2

&(t) =sgn(t —1)

Pour calculer, (1), on passe par les limites. On a :
z(1) = %1_1}1{ z(t) = 0.

Finalement,on peut déterminer que &(t) =0 <— t=1,—3,—1.

Pour gy(t),on a
(t—1)%2(8t+17)

v = (1 + 4t)2

D'olig(t) =0 < t=1,—1.
Il n’y a donc qu’un seul point stationnaire en t = 1 dont les coordonnées sont P(2,1). La
pente des demi-tangentes a T en (2, 1) sont données par

_ o 9(@)
m4y = lim =——

= F1.
t—1% @(t) +

(b) On étudie les variations de z(t) et y(t) au voisinage de t = 1.
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x(t)

y(t)

y(t)
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