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Remarque

Soit P2(x) = ax2 + bx + c , a 6= 0 .

On cherche à intégrer une expression qui est fonction de
√

P2(x) . Quel

changement de variable peut-on effectuer ?

Un changement de variable possible va dépendre du signe du discriminant ∆ et

de celui du coefficient dominant a de P2(x) .
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Remarque

• Si ∆ > 0 et a < 0 ,

alors
√

P2(x) , x ∈ [ x1 , x2 ] ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√

1− z2 , z ∈ [−1 , 1 ] .

Et on peut poser z = sin(t) ,

ou z = cos(t) .

x

y = P2(x)

x2x1
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Exemple

Exemple :

∫ √
6x − x2

x
dx , x ∈ ] 0 , 6 ] .

Le trinôme 6x − x2 est réductible ( ∆ > 0 ) et de coefficient dominant négatif,

on peut donc exprimer
√

6x − x2 sous la forme λ ·
√

1− z2 :

√
6x − x2 =

√
−(x2 − 6x + 9) + 9 =

√
9− (x − 3)2 = 3

√
1−

(
x−3
3

)2
.

On a évidemment : x ∈ [ 0 , 6 ] ⇔ x−3
3
∈ [−1 , 1 ] .

On peut alors poser x−3
3

= sin(t) ou x−3
3

= cos(t) .
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Le trinôme 6x − x2 est réductible ( ∆ > 0 ) et de coefficient dominant négatif,

on peut donc exprimer
√

6x − x2 sous la forme λ ·
√

1− z2 :

√
6x − x2 =

√
−(x2 − 6x + 9) + 9 =

√
9− (x − 3)2 = 3

√
1−

(
x−3
3

)2
.

On a évidemment : x ∈ [ 0 , 6 ] ⇔ x−3
3
∈ [−1 , 1 ] .

On peut alors poser x−3
3

= sin(t)

ou x−3
3

= cos(t) .

my header

o



Exemple

Exemple :

∫ √
6x − x2

x
dx , x ∈ ] 0 , 6 ] .

Le trinôme 6x − x2 est réductible ( ∆ > 0 ) et de coefficient dominant négatif,

on peut donc exprimer
√

6x − x2 sous la forme λ ·
√

1− z2 :

√
6x − x2 =

√
−(x2 − 6x + 9) + 9 =

√
9− (x − 3)2 = 3

√
1−

(
x−3
3

)2
.

On a évidemment : x ∈ [ 0 , 6 ] ⇔ x−3
3
∈ [−1 , 1 ] .

On peut alors poser x−3
3

= sin(t) ou x−3
3

= cos(t) .

my header

o



Exemple

x−3
3

= sin(t) ,

x ∈ ] 0 , 6 ] , t ∈ ]− π
2
, π

2
] , t = arcsin

(
x−3
3

)
,√

1−
(
x−3
3

)2
= cos(t) ,

x

3
= 1 + sin(t) , dx = 3 cos(t) dt .

∫ √
6x − x2

x
dx =

∫ √
1−

(
x−3
3

)2
x
3

dx =

∫
cos(t)

1 + sin(t)
· [ 3 cos(t) dt ]

= 3

∫
cos2(t)

1 + sin(t)
dt = 3

∫
1− sin2(t)

1 + sin(t)
dt = 3

∫
[ 1− sin(t) ] [ 1 + sin(t) ]

1 + sin(t)
dt
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6x − x2

x
dx =

∫ √
1−

(
x−3
3

)2
x
3

dx =

∫
cos(t)

1 + sin(t)
· [ 3 cos(t) dt ]

= 3

∫
cos2(t)

1 + sin(t)
dt

= 3

∫
1− sin2(t)

1 + sin(t)
dt = 3

∫
[ 1− sin(t) ] [ 1 + sin(t) ]

1 + sin(t)
dt
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= 3

∫
[ 1− sin(t) ] dt

= 3 t + 3 cos(t) + C .

Et en revenant à la variable x , on obtient :∫ √
6x − x2

x
dx = 3 arcsin

(
x−3
3
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+ 3

√
1−

(
x−3
3

)2
+ C ,
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x
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Et en revenant à la variable x , on obtient :∫ √
6x − x2

x
dx = 3 arcsin

(
x−3
3

)
+ 3

√
1−

(
x−3
3

)2
+ C ,

∫ √
6x − x2

x
dx = 3 arcsin

(
x−3
3

)
+
√

6x − x2 + C .

my header

o



Exemple

= 3

∫
[ 1− sin(t) ] dt = 3 t + 3 cos(t) + C .
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Remarque, suite

• Si ∆ < 0 et a > 0 ,

alors
√

P2(x) , x ∈ R ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√
z2 + 1 , z ∈ R .

Et on peut poser z = sinh(t) . x

y = P2(x)
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Exemple

Exemple :

∫
1√

(x2 − 2x + 4)3
dx , x ∈ R .

Le trinôme x2 − 2x + 4 est irréductible ( ∆ < 0 ) et de coefficient dominant

positif :

x2 − 2x + 4 = (x2 − 2x + 1) + 3 = (x − 1)2 + 3 = 3

[(
x−1√

3

)2
+ 1

]
.

On peut donc poser x−1√
3

= sinh(t) , x ∈ R , t ∈ R , t = arg sinh
(

x−1√
3

)
,

x = 1 +
√

3 sinh(t) ,
√
x2 − 2x + 4 =

√
3 cosh(t) , dx =

√
3 cosh(t) dt .
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Le trinôme x2 − 2x + 4 est irréductible ( ∆ < 0 ) et de coefficient dominant

positif :

x2 − 2x + 4 = (x2 − 2x + 1) + 3 = (x − 1)2 + 3 = 3

[(
x−1√

3

)2
+ 1

]
.

On peut donc poser x−1√
3

= sinh(t) ,

x ∈ R , t ∈ R , t = arg sinh
(

x−1√
3

)
,

x = 1 +
√

3 sinh(t) ,
√
x2 − 2x + 4 =

√
3 cosh(t) , dx =

√
3 cosh(t) dt .

my header

o



Exemple

Exemple :

∫
1√

(x2 − 2x + 4)3
dx , x ∈ R .
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Le trinôme x2 − 2x + 4 est irréductible ( ∆ < 0 ) et de coefficient dominant

positif :

x2 − 2x + 4 = (x2 − 2x + 1) + 3 = (x − 1)2 + 3 = 3

[(
x−1√

3

)2
+ 1

]
.

On peut donc poser x−1√
3

= sinh(t) , x ∈ R , t ∈ R , t = arg sinh
(

x−1√
3

)
,

x = 1 +
√

3 sinh(t) ,
√
x2 − 2x + 4 =

√
3 cosh(t) , dx =

√
3 cosh(t) dt .

my header

o



Exemple

Exemple :

∫
1√

(x2 − 2x + 4)3
dx , x ∈ R .
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∫
1√

(x2 − 2x + 4)3
dx

=

∫
1

3
√

3 cosh3(t)
·
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3 cosh(t) dt
]

=
1

3

∫
1

cosh2(t)
dt =

1

3
tanh(t) + C =

1

3
· sinh(t)

cosh(t)
+ C .

En conclusion :

∫
1√

(x2 − 2x + 4)3
dx =

1

3
· x − 1√

x2 − 2x + 4
+ C .
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Remarque, suite et �n

• Si ∆ > 0 et a > 0 ,

alors
√

P2(x) , x ∈ ]−∞ , x1 ]∪ [ x2 , +∞ [ ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√
z2 − 1 , z ∈ ]−∞ , −1 ] ∪ [ 1 , +∞ [ .

Et on peut poser z = + cosh(t) pour z ≥ 1

et z = − cosh(t) pour z ≤ −1 .

x

y = P2(x)

x2x1

my header

o



Remarque, suite et �n

• Si ∆ > 0 et a > 0 ,

alors
√

P2(x) , x ∈ ]−∞ , x1 ]∪ [ x2 , +∞ [ ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√
z2 − 1 , z ∈ ]−∞ , −1 ] ∪ [ 1 , +∞ [ .

Et on peut poser z = + cosh(t) pour z ≥ 1

et z = − cosh(t) pour z ≤ −1 .

x

y = P2(x)

x2x1

my header

o



Remarque, suite et �n

• Si ∆ > 0 et a > 0 ,

alors
√

P2(x) ,

x ∈ ]−∞ , x1 ]∪ [ x2 , +∞ [ ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√
z2 − 1 , z ∈ ]−∞ , −1 ] ∪ [ 1 , +∞ [ .

Et on peut poser z = + cosh(t) pour z ≥ 1

et z = − cosh(t) pour z ≤ −1 .

x

y = P2(x)

x2x1

my header

o



Remarque, suite et �n

• Si ∆ > 0 et a > 0 ,

alors
√

P2(x) , x ∈ ]−∞ , x1 ]∪ [ x2 , +∞ [ ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√
z2 − 1 , z ∈ ]−∞ , −1 ] ∪ [ 1 , +∞ [ .

Et on peut poser z = + cosh(t) pour z ≥ 1

et z = − cosh(t) pour z ≤ −1 .

x

y = P2(x)

x2x1

my header

o



Remarque, suite et �n

• Si ∆ > 0 et a > 0 ,

alors
√

P2(x) , x ∈ ]−∞ , x1 ]∪ [ x2 , +∞ [ ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√
z2 − 1 ,

z ∈ ]−∞ , −1 ] ∪ [ 1 , +∞ [ .

Et on peut poser z = + cosh(t) pour z ≥ 1

et z = − cosh(t) pour z ≤ −1 .

x

y = P2(x)

x2x1

my header

o



Remarque, suite et �n

• Si ∆ > 0 et a > 0 ,

alors
√

P2(x) , x ∈ ]−∞ , x1 ]∪ [ x2 , +∞ [ ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√
z2 − 1 , z ∈ ]−∞ , −1 ] ∪ [ 1 , +∞ [ .

Et on peut poser z = + cosh(t) pour z ≥ 1

et z = − cosh(t) pour z ≤ −1 .

x

y = P2(x)

x2x1

my header

o



Remarque, suite et �n

• Si ∆ > 0 et a > 0 ,

alors
√

P2(x) , x ∈ ]−∞ , x1 ]∪ [ x2 , +∞ [ ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√
z2 − 1 , z ∈ ]−∞ , −1 ] ∪ [ 1 , +∞ [ .

Et on peut poser z = + cosh(t) pour z ≥ 1

et z = − cosh(t) pour z ≤ −1 .

x

y = P2(x)

x2x1

my header

o



Remarque, suite et �n

• Si ∆ > 0 et a > 0 ,

alors
√

P2(x) , x ∈ ]−∞ , x1 ]∪ [ x2 , +∞ [ ,

peut s’écrire sous la forme

λ ·
√
z2 − 1 , z ∈ ]−∞ , −1 ] ∪ [ 1 , +∞ [ .

Et on peut poser z = + cosh(t) pour z ≥ 1

et z = − cosh(t) pour z ≤ −1 .

x

y = P2(x)

x2x1

my header

o



Exemple

Exemple :

∫ √
5− x ·

√
1− x dx .

Ddef =
{
x ∈ R

∣∣ 5− x ≥ 0 et 1− x ≥ 0
}

= ]−∞ , 1 ] .

∀ x ≤ 1 , on a
√

5− x ·
√

1− x =
√

(5− x) (1− x) =
√
x2 − 6x + 5

=
√

(x2 − 6x + 9)− 4 =
√

(x − 3)2 − 4 = 2

√(
x−3
2

)2 − 1 .

On vérifie que x ∈ ]−∞ , 1 ] ⇔ x−3
2
∈ ]−∞ , −1 ] , on peut donc poser

x−3
2

= − cosh(t) .
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On vérifie que x ∈ ]−∞ , 1 ] ⇔ x−3
2
∈ ]−∞ , −1 ] , on peut donc poser

x−3
2

= − cosh(t) .

my header

o



Exemple

Exemple :

∫ √
5− x ·

√
1− x dx .

Ddef =
{
x ∈ R

∣∣ 5− x ≥ 0 et 1− x ≥ 0
}

= ]−∞ , 1 ] .

∀ x ≤ 1 , on a
√

5− x ·
√

1− x =
√

(5− x) (1− x) =
√
x2 − 6x + 5

=
√

(x2 − 6x + 9)− 4 =
√

(x − 3)2 − 4 = 2

√(
x−3
2

)2 − 1 .
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On vérifie que x ∈ ]−∞ , 1 ] ⇔ x−3
2
∈ ]−∞ , −1 ] , on peut donc poser

x−3
2

= − cosh(t) .

my header

o



Exemple

x−3
2

= − cosh(t) ,

x ≤ 1 , t ≥ 0 , x = 3− 2 cosh(t) , t = arg cosh
(
3−x
2

)
,√(

x−3
2

)2 − 1 = sinh(t) , dx = −2 sinh(t) dt .∫ √
5− x ·

√
1− x dx = 2

∫ √(
x−3
2

)2 − 1 dx = 2

∫
sinh(t) [−2 sinh(t) dt ] .

Et en exprimant sinh2(t) à l’aide de cosh(2t) :

cosh(2t) = cosh2(t) + sinh2(t) = 1 + 2 sinh2(t) ⇔ sinh2(t) =
cosh(2t)− 1

2
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Exemple

on obtient :

2

∫
−2 sinh2(t) dt = 2

∫
[ 1− cosh(2t) ] dt = 2t − sinh(2t) + C .

= 2t − 2 sinh(t) · cosh(t) + C = 2t + [− cosh(t) ] · 2 sinh(t) + C

= 2 arg cosh
(
3−x
2

)
+ x−3

2
· 2
√(

x−3
2

)2 − 1 + C .

En conclusion, pour tout x ≤ 1 , on a∫ √
5− x ·

√
1− x dx = 2 arg cosh

(
3−x
2

)
+ x−3

2
·
√
x2 − 6x + 5 + C .
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