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2. L’intégrale indéfinie

2.2 Recherche de primitives

2.2.3 Intégration par changement de variable :

Exemples
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Soit Py(x)=ax’+bx+c, a#0.
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Remarque

Soit Py(x)=ax’+bx+c, a#0.

On cherche a intégrer une expression qui est fonction de +/P>(x). Quel

changement de variable peut-on effectuer ?

Un changement de variable possible va dépendre du signe du discriminant A et

de celui du coefficient dominant a de Ps(x).
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eSi A>0 et a<0,
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Remarque

eSi A>0 et a<0,

alors /Py(x), x€[x1, x],

y = Pa(x)
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Remarque

eSi A>0 et a<0,
alors /Py(x), x€[x1, x],

peut s'écrire sous la forme

ANVIZZ,

y = Pa(x)

X1

X2



Remarque

eSi A>0 et a<0,
alors /Py(x), x€[x1, x],

peut s'écrire sous la forme

AV1-22, ze[-1,1].

y = Pa(x)
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X2



Remarque

eSi A>0 e a<0,
alors /Py(x), x€[x1, x],
peut s'écrire sous la forme
ANV1-22, ze[-1,1].

Et on peut poser z =sin(t),

y = Pa(x)

X1

X2



Remarque

eSi A>0 et a<0,
alors /Pa(x), x€[x1, x],
peut s'écrire sous la forme
ANV1-22, ze[-1,1].
Et on peut poser z =sin(t),

ou z = cos(t).

y = Pa(x)

X1

X2
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Exemple

Vbx — x?
Exemple : — dx,

X



Exemple

VBx — X2
Exemple : /udx, x€]0,6].
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Le trindme 6x — x? est réductible (A >0) et de coefficient dominant négatif,
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A/ 2
: /%dx, x€]0,6].

Le trindme 6x — x? est réductible (A >0) et de coefficient dominant négatif,

on peut donc exprimer v/6x — x2 sous la forme A\-+v1—2z2:
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A/ 2
: /%dx, x€]0,6].

Le trindme 6x — x? est réductible (A >0) et de coefficient dominant négatif,

on peut donc exprimer v/6x — x2 sous la forme A\-+v1—2z2:
Vox —x2 = /—(—6x 1+ 9) + 9 =+/9— (x - 32 =31 - (552)°.

On a évidemment: x € [0,6] < *2¢e[-1,1].

On peut alors poser *32 =sin(t) ou *33 = cos(t).
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*2 =sin(t), x€]0,6],



Exemple

XT_3‘:sin(t), x€]0,6], te]-

N[

7%]7
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Exemple

2 _sin(t), x€]0,6], tel-F, 3], t=arcsin(552).

1— (XT*:")2 = cos(t), % =1+sin(t),



Exemple

w

*2 =sin(t), x€]0,6], te]l-35,%], t=arcsin (%5

),

1— (X_*3)2 = cos(t), % =1+sin(t), dx =3 cos(t)dt.

w|

3



Exemple

*2 =sin(t), x€]0,6],
3\ 2
1— (%3)" = cos(t),
/\/6x—x2
— dx =
X

T T

te]l-3,3

%:1+gmﬂ,
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2 _sin(t), x€]0,6], tel-F, 3], t=arcsin(552).

1— (XT*:“)2 = cos(t), % =1+sin(t), dx =3 cos(t)dt.

[ e PR



2 =sin(t), xe€]0,6], te]-3,%

]__(XT*3)2:COS(t); )_;:]_—i—sin(t),

/md_/\/i /
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2 =sin(t), xe€]0,6], te]-3,%

]__(XT*3)2:COS(t); )_;:]_—i—sin(t),

/md_/\/i /

B cos?(t)
_3/1+sin(t) at

, t = arcsin (

cos
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w

[3 cos(

).

dx = 3 cos(t) dt .
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3 —sin(t), x€]0,6], te]—%,2], t=arcsin (%5

).

1— (XT*:“)2 = cos(t), % =1+sin(t), dx =3 cos(t)dt.

w|
w

/md_/v (5) /COS t) dt]

T+ sin(t - [3 cos(
2 _
:3/ cos-(t) dt:3/1 S|-n 2(t) dt
1+ sin(t) 1+ sin(t)




3 —sin(t), x€]0,6], te]—%,2], t=arcsin (%5

).

1— (X_*:“)2 = cos(t), % =1+sin(t), dx =3 cos(t)dt.

w|
w

/\/6x—x2 d — / % /1:_0;” - [3 cos(t) dt]
B cos?(t) B 1—sin®(t) , [1—sin(t)][1+sin(t)]
_3/1+sin(t) dt_3/ 1 +sin(t) dt =3 1+ sin(t) a
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:3/[1—sin(t)] dt =3t+ 3 cos(t) + C.
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Exemple

:3/[1—sin(t)] dt =3t+ 3 cos(t) + C.
Et en revenant a la variable x, on obtient :

/\/6x—x2
—dX:
X



Exemple

:3/[1—sin(t)] dt =3t+ 3 cos(t) + C.
Et en revenant a la variable x, on obtient :

SOy — 2
/%dx:3arcsin(%_3)+3 1—(X—g3)2+C,



Exemple

:3/[1—sin(t)] dt =3t+ 3 cos(t) + C.
Et en revenant a la variable x, on obtient :

SOy — 2
/%dx:3arcsin(%_3)+3 1—(X—g3)2+C,

Vox — X2
/% dx:3arcsin(XT_3)~|—\/6x—x2—|—C.
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Remarque, suite

eSi A<0 et a>0,
alors /Px(x), x€R, y = Pa(x)

peut s'écrire sous la forme

AVz2+1,




Remarque, suite

eSi A<0 et a>0,
alors /Px(x), x€R, y = Pa(x)

peut s'écrire sous la forme

AvVz2+1, zeR.




Remarque, suite

eSi A<0 et a>0,
alors /Px(x), x€R, y = Pa(x)
peut s'écrire sous la forme
A \/TH, zeR.

Et on peut poser z = sinh(t). X
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Exemple :
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1
Exemple : / dx
V(X2 —2x +4)3
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1

Exemple : dx, xeR.
0 /\/(X2—2X+4)3
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1
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1
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Le trindme x2 — 2x + 4 est irréductible (A < 0) et de coefficient dominant
positif :
X —2x+4=(x*-2x+1)+3=(x—1)*+3



Exemple

xeR.

1
; / dx,
V(X2 —2x +4)3
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xeR.

1
| / V(X2 —2x +4)3 o
Le trindme x2 — 2x + 4 est irréductible (A < 0) et de coefficient dominant
positif :
X —2x+4=(x>-2x+1)+3=(x—-1)>+3=3 l(%>2+1] _

x—1

On peut donc poser = = sinh(t),



Exemple

xeR.

| /\/(x2 —12x+4)3 o

Le trindme x2 — 2x + 4 est irréductible (A < 0) et de coefficient dominant

positif :
2
2 _ 2 _ 2 . x—1
X =2x+4=(x"—2x+1)+3=(x—1) +3—3[(W> +1}.
On peut donc poser X—ng =sinh(t), x€R,



Exemple

xeR.

1
| / V(X2 —2x +4)3 o
Le trindme x2 — 2x + 4 est irréductible (A < 0) et de coefficient dominant
positif :
X —2x+4=(x>-2x+1)+3=(x—-1)>+3=3 l(%>2+1] _

On peut donc poser X—ng =sinh(t), xeR, teR,
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xeR.

1
; / dx,
V(X2 —2x +4)3
Le trindme x2 — 2x + 4 est irréductible (A < 0) et de coefficient dominant
positif :

2
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Exemple

xeR.

1
; / dx,
V(X2 —2x +4)3
Le trindme x2 — 2x + 4 est irréductible (A < 0) et de coefficient dominant
positif :

2
x2—2x+4—(X2—2x—|—1)+3_(x—1)2—|-3_3[(%) +1]_

On peut donc poser X—ng =sinh(t), x€R, teR, t=argsinh (X_ng> ,

x =1+ /3 sinh(t),



Exemple

xeR.

1
; / dx,
V(X2 —2x +4)3
Le trindme x2 — 2x + 4 est irréductible (A < 0) et de coefficient dominant
positif :

2
x2—2x+4—(X2—2x—|—1)+3_(x—1)2—|-3_3[(%) +1]_

On peut donc poser X—ng =sinh(t), x€R, t€R, t=argsinh (%) ,

x =1++/3sinh(t), v/x2—2x+4=+/3 cosh(t),



Exemple

xeR.

1
; / dx,
V(X2 —2x +4)3
Le trindme x2 — 2x + 4 est irréductible (A < 0) et de coefficient dominant
positif :

2
x2—2x+4—(X2—2x—|—1)+3_(x—1)2—|-3_3[(%) +1]_

On peut donc poser X—ng =sinh(t), x€R, t€R, t=argsinh (%) ,

x =143 sinh(t), Vx2—2x+4=+/3 cosh(t), dx= /3 cosh(t)dt.
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| T
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1 1
/ V(X2 —2x +4)3 == / 31/3 cosh’(t) I cosh(t) dt



Exemple

1 1
/ V(X2 —2x +4)3 == / 31/3 cosh’(t) I cosh(t) dt

1 1
=3 dt
3 / coshz(t)




Exemple

1 1
/ V0 —2x 14y s/ V3 oy V3O

1 1
dt = = tanh(t) + C
/coshz(t) 3 N () +

1
3



Exemple

! 1
/ V@ —2x 14y 5= | V3 oy LY O

t)
1 1 1 sinh(t)
/ cosh®(t) 3 N () + 3

1
3



Exemple

1 1
/ V0 —2x 14y s/ V3 oy V3O

L L L 1 sinh(t)
3 / cosh?(t) 3 fanh(t) + 3 +

En conclusion :



Exemple

1 1
/\/( 2 _2x 4+ 4)3 dxz/m- \/§cosh(t)dt

1 1 )
=2 — A h — — . .
3 / cosh?(t tan () +C 3 cosh(t) +C

En conclusion : / dx —
—2x+4)3




Exemple

1 1
/ V0 —2x 14y dX:/ V3 oy V3O

1 1 1 sinh(t)
3 / o) 3 RO C= 3 e
1 -1
En conclusion : / dx = - - X +C
—2x+4) 3 Vx2-2x+4
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Remarque, suite et fin

eSi A>0 et a>0,

alors \/Ps(x), x€]—00, x]U[x2, +00], y = Px(x)

X
xl\/x2

peut s'écrire sous la forme

NVZ T,




Remarque, suite et fin

eSi A>0 et a>0,
alors /Py(x), x€]—o00, x|U[x2, +00],
peut s'écrire sous la forme

AvVz2—=1, z€]—o00, -1]U[1, 400].

y = Pay(x)

X
xl\/x2



Remarque, suite et fin

eSi A>0 et a>0,
alors \/Pa(x), x€]—o00, x1]U[x2, +o0o], y = Py(x)
peut s'écrire sous la forme

AvVz2—=1, z€]—o00, -1]U[1, 400].

X1 X2 x
Et on peut poser z = + cosh(t) pour z>1




Remarque, suite et fin

eSi A>0 et a>0,
alors /Py(x), x€]—o00, x|U[x2, +00],
peut s'écrire sous la forme
ANVzZZ—1, z€]—o00, —1]U[L, 4oo].
Et on peut poser z = + cosh(t) pour z>1

et z= —cosh(t) pour z < —1.

y = Py(x)

X
xl\/xz
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Exemple : /\/5—x~\/1—x dx .



Exemple

Exemple : /\/5—x~\/1—x dx .

Ddef -
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: /\/5—x~\/1—x dx .

Dis= {x€ER|[5—x>0 et 1—x>0}
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: /\/5—x~\/1—x dx .

Dier= {x€R|[5—-x>0¢et 1-x>0} =]—o00,1].

Vx<1l,ona V5—x-vV1I-x=/(5-x)(1-x)=vVx2—6x+5

=/(x2—6x+9)—4
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Exemple : /\/5—x~\/1—x dx .

Dier= {x€R|[5—-x>0¢et 1-x>0} =]—o00,1].

Vx<1l,ona V5—x-vV1I-x=/(5-x)(1-x)=vVx2—6x+5

=/(x2—6x+9)—4=/(x—3)2—4
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Exemple : /\/5—x~\/1—x dx .

Dier= {x€R|[5—-x>0¢et 1-x>0} =]—o00,1].

Vx<1l,ona V5—x-vV1I-x=/(5-x)(1-x)=vVx2—6x+5

— /= 6x+9) —4=/(x—32—4=21/(53)
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: /\/5—x~\/1—x dx .

Dier= {x€R|[5—-x>0¢et 1-x>0} =]—o00,1].

Vx<1l,ona V5—x-vV1I-x=/(5-x)(1-x)=vVx2—6x+5

=V —bx+9) —4=/(x—32—4=2,/(53)

On vérifie que x€]—o00,1] & *2e]-o00, 1],




Exemple

: /\/5—x~\/1—x dx .

Dier= {x€R|[5—-x>0¢et 1-x>0} =]—o00,1].

Vx<1l,ona V5—x-vV1I-x=/(5-x)(1-x)=vVx2—6x+5

=V —bx+9) —4=/(x—32—4=2,/(53)

On vérifie que  x€]—00,1] & *2€]—o00,—1], on peut donc poser

X3 = — cosh(t).



Exemple

X3 = —cosh(t),



Exemple

X3 — _cosh(t), x<1,

M|



Exemple

>3 — —cosh(t), x<1, t>0,

M|
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XT_3:—cosh(t), x<1, t>0, x=3-—2cosh(t),
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XT_3:—cosh(t), x<1, t>0, x=3-—2cosh(t), t:argcosh(:‘i_TX),
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XT_3:—cosh(t), x<1, t>0, x=3-—2cosh(t), t:argcosh(%TX),

(XT_3)2 — 1 =sinh(t),
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(%53)" — 1 =sinh(t), dx = —2sinh(t) dt.
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XT%:_COSh(t)a x<1, t>0, x=3-—2cosh(t), t:arg(;osh('é'—TX>’

(%53)" — 1 =sinh(t), dx = —2sinh(t) dt.

/\/5—x~\/1—xdx:



Exemple

XT%:_COSh(t)a x<1, t>0, x=3-—2cosh(t), t:arg(;osh('é'—TX>’

(%53)" — 1 =sinh(t), dx = —2sinh(t) dt.

/\/5—x~\/1—xdx:2/\/(XT3)2—1dx:
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XT%:_COSh(t)a x<1, t>0, x=3-—2cosh(t), t:argCosh('é‘—TX>’

(%53)" — 1 =sinh(t), dx = —2sinh(t) dt.

/\/5—x~\/1—x dx:2/\/(XT3)2—1dx:2/sinh(t)[—2sinh(t)dt].




Exemple

X3 = —cosh(t), x<1, t>0, x=3—2cosh(t), t=argcosh (3,

(%53)" — 1 =sinh(t), dx = —2sinh(t) dt.

/\/5—x~\/1—x dx:2/\/(XT3)2—1dx:2/sinh(t)[—2sinh(t)dt].

Et en exprimant sinh?(t) a l'aide de cosh(2t) :




Exemple

X3 = —cosh(t), x<1, t>0, x=3—2cosh(t), t=argcosh (3,

(%53)" — 1 =sinh(t), dx = —2sinh(t) dt.

/\/5—x~\/1—x dx:2/\/(XT3)2—1dx:2/sinh(t)[—2sinh(t)dt].

Et en exprimant sinh?(t) a l'aide de cosh(2t) :

cosh(2t) = cosh®(t) + sinh(t)



Exemple

X3 = —cosh(t), x<1, t>0, x=3—2cosh(t), t=argcosh (3,

(%53)" — 1 =sinh(t), dx = —2sinh(t) dt.

/\/5—x~\/1—x dx:2/\/(XT3)2—1dx:2/sinh(t)[—2sinh(t)dt].

Et en exprimant sinh?(t) a l'aide de cosh(2t) :

cosh(2t) = cosh®(t) + sinh?(t) =



Exemple

X3 = —cosh(t), x<1, t>0, x=3—2cosh(t), t=argcosh (3,

(%53)" — 1 =sinh(t), dx = —2sinh(t) dt.

/\/5—x~\/1—x dx:2/\/(XT3)2—1dx:2/sinh(t)[—2sinh(t)dt].

Et en exprimant sinh?(t) a l'aide de cosh(2t) :

cosh(2t) = cosh®(t) + sinh®(t) = 1 + 2 sinh®(t)



Exemple

X3 = —cosh(t), x<1, t>0, x=3—2cosh(t), t=argcosh (3,

(%53)" — 1 =sinh(t), dx = —2sinh(t) dt.

/\/5—x~\/1—x dx:2/\/(XT3)2—1dx:2/sinh(t)[—2sinh(t)dt].

Et en exprimant sinh?(t) a l'aide de cosh(2t) :

cosh(2t) — 1

cosh(2t) = cosh®(t) + sinh?(t) = 1 + 2 sinh*(t) < sinh®(t) = 5



Exemple

on obtient :



Exemple

on obtient : 2/—2 sinh?(t) dt =



Exemple

on obtient : 2/—2 sinh?(t) dt = 2/ [1— cosh(2t)]dt =



Exemple

on obtient : 2/—2 sinh?(t) dt = 2/ [1— cosh(2t)]dt = 2t —sinh(2t) + C.



Exemple

on obtient : 2/—2 sinh?(t) dt = 2/ [1— cosh(2t)]dt = 2t —sinh(2t) + C.

= 2t — 2 sinh(t) - cosh(t) + C



Exemple

on obtient : 2/—2 sinh?(t) dt = 2/ [1— cosh(2t)]dt = 2t —sinh(2t) + C.

= 2t — 2 sinh(t) - cosh(t) + C = 2t 4+ [ — cosh(t)] - 2 sinh(t) + C



Exemple

on obtient : 2/—2 sinh?(t) dt = 2/ [1— cosh(2t)]dt = 2t —sinh(2t) + C.
= 2t — 2 sinh(t) - cosh(t) + C = 2t 4+ [ — cosh(t)] - 2 sinh(t) + C

:2argcosh(3_TX)+XT_3~2 (XT_3)2—1+C.



Exemple

on obtient : 2/—2 sinh?(t) dt = 2/ [1— cosh(2t)]dt = 2t —sinh(2t) + C.
= 2t — 2 sinh(t) - cosh(t) + C = 2t 4+ [ — cosh(t)] - 2 sinh(t) + C
= 2 argcosh (3_TX)+XT_32 (%‘3)2—1+C.

En conclusion, pour tout x <1, ona



Exemple

on obtient : 2/—2 sinh?(t) dt = 2/ [1— cosh(2t)]dt = 2t —sinh(2t) + C.
= 2t — 2 sinh(t) - cosh(t) + C = 2t 4+ [ — cosh(t)] - 2 sinh(t) + C
= 2 argcosh (3_TX)+XT_32 (XT_3)2—1+C.

En conclusion, pour tout x <1, ona

/\/S—X-\/l—xdx—2argcosh(3_TX)+XT_3-\/X2—6x+5—|—C.




