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Définition : Une fonction rationnelle trigonométrique est une fonction de type

f(x) =
ou P et Q sont des polyndmes a deux variables, a coefficients réels.
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n'en sont pas.
cos(x) tan(x) P
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cos(x)

[ e [ ey anl = [ e [ [t

que I'on sait intégrer par décomposition en éléments simples.
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effectués sur le produit f(x) - dx.
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Pour que ce changement de variable débouche sur I'intégration d'une fonction

f(x)

rationnelle, il faut donc que le nouvel intégrant ﬁ soit rationnel en =z,
—Sin{x

f
donc si ) est invariant en (—x), doncsi f(—x)= —f(x).

—sin(x)

En d’autres termes,
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i) Dans quelle situation effectuer le changement de variable z = tan(x)?

dx dx

z=tan(x), dz= = f(x)-dx = f(x)-cos?(x) -
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i) Dans quelle situation effectuer le changement de variable z = tan(x)?

dx dx

z=tan(x), dz= = f(x)-dx = f(x)-cos?(x) -

cos?(x) cos?(x)
Pour que ce changement de variable débouche sur I'intégration d'une fonction

rationnelle, il faut que le nouvel intégrant f(x) - cos®(x) soit rationnel en z,
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i) Dans quelle situation effectuer le changement de variable z = tan(x)?

dx = f(x)-dx = f(x) - cos?(x) - #)EX)

z=tan(x), dz= cos2(x)

Pour que ce changement de variable débouche sur I'intégration d'une fonction

rationnelle, il faut que le nouvel intégrant f(x) - cos®(x) soit rationnel en z,

donc si f(x)-cos?(x) estinvariant en (m + x), doncsi f(m+ x) = f(x).



Changement de variable z = tan(x)

i) Dans quelle situation effectuer le changement de variable z = tan(x)?

dx = f(x)-dx = f(x) - cos?(x) - #)EX)

z=tan(x), dz= cos2(x)

Pour que ce changement de variable débouche sur I'intégration d'une fonction
rationnelle, il faut que le nouvel intégrant f(x) - cos®(x) soit rationnel en z,
donc si f(x)-cos®(x) est invariant en (7 + x), doncsi f(m+ x) = f(x).

En d'autres termes,



Changement de variable z = tan(x)

i) Dans quelle situation effectuer le changement de variable z = tan(x)?

dx 2() . dx
o2 (x) = f(x)-dx = f(x) - cos*(x) ()

z=tan(x), dz=
Pour que ce changement de variable débouche sur I'intégration d'une fonction
rationnelle, il faut que le nouvel intégrant f(x) - cos®(x) soit rationnel en z,
donc si f(x)-cos®(x) est invariant en (7 + x), doncsi f(m+ x) = f(x).

En d'autres termes, si f(7m + x) - d(7 + x) = f(x) - dx,



Changement de variable z = tan(x)

i) Dans quelle situation effectuer le changement de variable z = tan(x)?

dx = f(x)-dx = f(x) - cos?(x) - #)EX)

z=tan(x), dz= cos2(x)

Pour que ce changement de variable débouche sur I'intégration d'une fonction

rationnelle, il faut que le nouvel intégrant f(x) - cos®(x) soit rationnel en z,
donc si f(x)-cos®(x) est invariant en (7 + x), doncsi f(m+ x) = f(x).
En d'autres termes, si f(7m + x) - d(7 + x) = f(x) - dx,

car d(m+ x) = (7 + x)" dx



Changement de variable z = tan(x)

i) Dans quelle situation effectuer le changement de variable z = tan(x)?

dx = f(x)-dx = f(x) - cos?(x) - #)EX)

z=tan(x), dz= cos2(x)

Pour que ce changement de variable débouche sur I'intégration d'une fonction
rationnelle, il faut que le nouvel intégrant f(x) - cos®(x) soit rationnel en z,
donc si f(x)-cos®(x) est invariant en (7 + x), doncsi f(m+ x) = f(x).
En d'autres termes, si f(7m + x) - d(7 + x) = f(x) - dx,

car d(m+ x) = (7 + x) dx = dx.
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Changement de variable z = tan (%)

iv) Lorsque les trois tests d’'invariance de Bioche sont négatifs, on peut poser

z = tan (%) . Ce changement de variable débouche toujours sur |'intégration

d’une fonction rationnelle. En effet :

x = 2 arctan(z),
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iv) Lorsque les trois tests d’'invariance de Bioche sont négatifs, on peut poser

z = tan (%) . Ce changement de variable débouche toujours sur |'intégration

d’une fonction rationnelle. En effet :

2

ST 2%

x = 2 arctan(z), dx



Changement de variable z = tan (%)

iv) Lorsque les trois tests d’'invariance de Bioche sont négatifs, on peut poser
z = tan (%) . Ce changement de variable débouche toujours sur |'intégration

d’une fonction rationnelle. En effet :

2 . 2z
:mdz, sm(x): 1+22

x = 2 arctan(z), dx



Changement de variable z = tan (%)

iv) Lorsque les trois tests d’'invariance de Bioche sont négatifs, on peut poser
z = tan (%) . Ce changement de variable débouche toujours sur |'intégration

d’une fonction rationnelle. En effet :

2 2 1—
=152 dz, sin(x) = et cos(x) = 1+; :

2

x = 2 arctan(z), dx



Changement de variable z = tan (%)

iv) Lorsque les trois tests d’'invariance de Bioche sont négatifs, on peut poser
z = tan (%) . Ce changement de variable débouche toujours sur |'intégration

d’une fonction rationnelle. En effet :

2 2 1—
=152 dz, sin(x) = et cos(x) = 1+; :

2

x = 2 arctan(z), dx

Et f(x)-dx



Changement de variable z = tan (%)

iv) Lorsque les trois tests d’'invariance de Bioche sont négatifs, on peut poser
z = tan (%) . Ce changement de variable débouche toujours sur |'intégration

d’une fonction rationnelle. En effet :

2 2 1—
=152 dz, sin(x) = et cos(x) = 1+; :

2

x = 2 arctan(z), dx

Et f(x)-dx = R(sinx, cosx) - dx



Changement de variable z = tan (%)

iv) Lorsque les trois tests d'invariance de Bioche sont négatifs, on peut poser
z = tan (%) . Ce changement de variable débouche toujours sur |'intégration

d’une fonction rationnelle. En effet :

2 . 2z 1—=z
= m dZ, sm(x) = m et COS(X) = 1+22 .

2

x = 2 arctan(z), dx

N
Bt F(x)- dx = R(sinx, cosx) - dx = R (2% };;)-H - dz.
V4



Changement de variable z = tan (%)

iv) Lorsque les trois tests d’'invariance de Bioche sont négatifs, on peut poser
z = tan (%) . Ce changement de variable débouche toujours sur |'intégration

d’une fonction rationnelle. En effet :

2 . 2z 1—=z
= m dZ7 sm(x) = m et COS(X) = 1+22 .

2

x = 2 arctan(z), dx

N
Bt F(x)- dx = R(sinx, cosx) - dx = R (2% };;)-H - dz.
V4

Le nouvel intégrant est bien une expression rationnelle en z.
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En résumé : soit f(x) une fonction rationnelle trigonométrique,

e si le produit f(x) - dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 — x),
on pose z = sin(x),

e si le produit f(x) - dx est invariant lorsqu'on remplace x par (—x),

on pose z = cos(x),

)

(

e si le produit f(x) - dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 + x),
on pose z = tan(x)
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Tests de Bioche

En résumé : soit f(x) une fonction rationnelle trigonométrique,

e si le produit f(x) - dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 — x),
on pose z = sin(x),

e si le produit f(x) - dx est invariant lorsqu'on remplace x par (—x),

on pose z = cos(x),

)

(

e si le produit f(x) - dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 + x),
on pose z = tan(x)

o et si les trois tests d'invariance précédents sont négatifs, on pose z = tan (%) .
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Exemple 1 : / o
. "~ J 14 3sin(2x) 4+ 7 cos?(x)

e Test d'invariance :



Exemples

_ / dx
"~ J 14 3sin(2x) 4+ 7 cos?(x)

Test d'invariance :

dx
1+ 3 sin(2x) + 7 cos?(x)

est invariant lorsqu’on remplace x par (7 + x).



Exemples

_ / dx
"~ J 14 3sin(2x) 4+ 7 cos?(x)

Test d'invariance :

dx
1+ 3 sin(2x) + 7 cos?(x)

est invariant lorsqu’on remplace x par (7 + x).

Changement de variable :



Exemples

_ / dx
' 14 3sin(2x) + 7 cos?(x) -

Test d'invariance :

dx
1+ 3 sin(2x) + 7 cos?(x)

est invariant lorsqu’on remplace x par (7 + x).

Changement de variable :

On pose z = tan(x),



Exemples

_ / dx
' 14 3sin(2x) + 7 cos?(x) -

Test d'invariance :

dx
1+ 3 sin(2x) + 7 cos?(x)

est invariant lorsqu’on remplace x par (7 + x).

Changement de variable :
dz

O =t dx = ——
n pose z = tan(x), dx 1572



Exemples

_ / dx
' 14 3sin(2x) + 7 cos?(x) -

Test d'invariance :

dx
1+ 3 sin(2x) + 7 cos?(x)

est invariant lorsqu’on remplace x par (7 + x).

Changement de variable :

dz 2z

On pose z =tan(x), dx = i sin(2x) = T



Exemples

_ / dx
"~ J 14 3sin(2x) 4+ 7 cos?(x)

Test d'invariance :

dx
1+ 3 sin(2x) + 7 cos?(x)

est invariant lorsqu’on remplace x par (7 + x).

Changement de variable :

dz 2z 1

On pose z =tan(x), dx = 1722 sin(2x) = 1722 cos’(x) = 1 5




Exemple 1

/ dx B
1+ 3 sin(2x) + 7 cos?(x)
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dz

/ dX . / 1+22
143 sin(2x) +7 cos?(x) ) 1+ 1% +

z2 1+2z2
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dz

/ dx _/ 1122 _/ dz
14+3sin(2x) +7cos?(x) ) 1+ +1% ) 22+62+8




Exemple 1

dz

/ dx _/ 1122 _/ dz
1+3sin(2x) +7cos?(x) J 1+, 4+ | 224+62z+8°

1+2z2 1+2z2

Intégration :
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dz

/ dx _/ 1122 _/ dz
14+3sin(2x) +7cos?(x) ) 1+ +1% ) 22+62+8

z2 1+2z2

Intégration :

/ dz B
224+6z+8
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dz

/ dx _/ 1122 _/ dz
14+3sin(2x) +7cos?(x) ) 1+ +1% ) 22+62+8

z2 1+2z2

Intégration :

/z2+cézz+8 B /(Z+2;”§2+4) -




Exemple 1

dz

/ dx _/ 1122 _/ dz
14+3sin(2x) +7cos?(x) ) 1+ +1% ) 22+62+8

z2 1+2z2

Intégration :

/ dz / dz 1/ 1 1
S e 8 =5 - dz
z24+6z+8 (z+2)(z+4) 2 z+2 z+4




Exemple 1

/ Sk =l e
1+3S|n2x+7cos2(x)_ 14 2% + z24+6z+8

z2 l—i-z2

Intégration :

/ / dz 1/ 1 1
. =— dz
z—|—6z—|—8 (z+2)(z+4) 2 z+2 z+4

[In\z+2| In|z+4|} +C

l\)ll—l
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dz

/ ATl
1+3S|n2x —|—7cos2(x)_ 1+ %5 + 5 z24+6z+8
Intégration :
/ / dz 1 / 1 1
== — dz
22—|—6z—|—8 (z+2)(z+4) 2 z+2 z+4

z+2)

z+4 +C

[In\z+2| In|z+4|} +C=ln

l\)ll—l
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/ Sk =y
14 3 sin( 2X —|—7cos2(x)_ 1+ %5 + 5 z24+6z+8
Intégration :
/ / dz 1/ 1 1 d
== — z
22—|—6z—|—8 (z+2)(z+4) 2 z+2 z+4
1 z+42 2+tan(x
=5 [In\z+2| In|z+4|}+C:|n +4) +C=ln 4itangx; +C.
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sin®(x)
E le 2: —
rempe / 1+ cos3(x)

e Test d'invariance :
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.3
: / sin’(x) e
1+ cos3(x)
Test d'invariance :
sin’(x)

——~ — dx est invariant lorsqu'on remplace x par (—x).
1 + cos3(x) a P par (=)
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.3
: /S'”—(X) dx
1 + cos3(x)
Test d'invariance :
.3
Hs—mc—o(s);z)o dx est invariant lorsqu’on remplace x par (—x).
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. 3
: /S'”—(X) dx
1 + cos3(x)
Test d'invariance :
. 3
sin
H—Ic—o(s);zx) dx est invariant lorsqu’on remplace x par (—x).

Changement de variable :

On pose z = cos(x),



Exemples

. 3
: /S'”—(X) dx
1 + cos3(x)
Test d'invariance :
. 3
sin
H—Ic—o(s);zx) dx est invariant lorsqu’on remplace x par (—x).

Changement de variable :

On pose z = cos(x), dz = —sin(x)dx,



Exemples

Test d'invariance :
sin’(x)

——~ — dx est invariant lorsqu'on remplace x par (—x).
1 + cos3(x) a P par (=)

Changement de variable :

On pose z = cos(x), dz= —sin(x)dx, sin’(x)=1- 22,



Exemples

Test d'invariance :
sin’(x)

——~ — dx est invariant lorsqu'on remplace x par (—x).
1 + cos3(x) a P par (=)

Changement de variable :

On pose z =cos(x), dz= —sin(x)dx, sin’(x)=1-2%, cos’(x)=2%.
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.3
: /S'”—(X) dx
1 + cos3(x)
Test d'invariance :
.3
Hs—mc—o(s);zx) dx est invariant lorsqu’on remplace x par (—x).

Changement de variable :

On pose z = cos(x), dz= —sin(x)dx, sin’(x)=1-22, cos’(x)=23.

/ 1 —Sklri(s);zx) dx =



Exemples

.3
: /S'”—(X) dx
1 + cos3(x)
Test d'invariance :
.3
Hs—mc—o(s);z)o dx est invariant lorsqu’on remplace x par (—x).

Changement de variable :

On pose z = cos(x), dz= —sin(x)dx, sin’(x)=1-22, cos’(x)=23.

sin’(x) B sin(x) , B
/ 1 4 cos3(x) = - / 1+ cos3(x) [=sin(x) dx] =



Exemples

.3
5
: / in°(x) e
1+ cos3(x)
Test d'invariance :
.3
sin”(x) .
————= — dx est invariant lorsqu’on remplace x par (—x).
1 + cos3(x) a P par (=x)
Changement de variable :

On pose z =cos(x), dz= —sin(x)dx, sin’(x)=1-2%, cos’(x)=2%.

/% dx = —/%-[—sin(x)dx]: —/11§z dz
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Intégration :
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Intégration :

721
dz —
/z3+1 z
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Intégration :

z2—1 z—1
dz= [ 2= 47 =
/z3+1 z /22—2—1—1 z
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Intégration :

22 -1 z-1 1 2z-1 :
dz= | ———— dz= ~ - — 2 dz.
/z3+1 z /22—2—1—1 z /[2 z22—z+4+1 z22—2z+1 z




Exemple 2

Intégration :

Et I'intégration de
& z2—z41

1

2 dz

/ 1 2z —1
2 z22—z4+1 22

donne une arctangente.

—z+1 ’
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Intégration :

Et I'intégration de
& z2—z41

donne une arctangente. En effet,

dz

dz:/ 1 22-1 3 |
2 z22—z4+1 z2—z7z41
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Intégration :
22 -1 z—1 1 2z-1 z
dz= [ ——— dz= — - — 2 dz.
/z3+1 z /22—2—1—1 z /[2 z22—z+4+1 z22—2z+1 z

Et I'intégration de

donne une arctangente. En effet,
z2—z+1

1 R
22—z+1
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Intégration :
22 -1 z—1 1 2z-1 z
dz= [ ——— dz= — - — 2 dz.
/z3+1 z /22—2—1—1 z /[2 z22—z+4+1 z22—2z+1 z

donne une arctangente. En effet,

z2—z41




Exemple 2

Intégration :
22 -1 z—1 1 2z-1 L
de= [ 2 dz= [ |- N R
/z3+1 z /22—2—1—1 z /[2 z22—z+4+1 z22—2z+1 z

z2—z41
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Intégration :

22 -1 z-1 1 2z-1 :
dz= | ———— dz= ~ - — 2 dz.
/z3+1 z /22—2—1—1 z /[2 z22—z+1 22—z—|—1} z

donne une arctangente. En effet,

V4 _Z+1
_2
\[

4
_ 3 2. i
Z2-z+1  (z-1)*+3 (221)2+1 V3 (2;;)2“
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72 -1
dz —
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72 -1
dz —
/z3+1 z

./

2z —1

1

z2—z+1 Z_ﬁ

Sl




Exemple 2

72 -1 1
dz = =
/z3+1 z 2/

:% In(22—2+1)

2z —1

—dz_i/
22—z+1 V3 (

2
2z—1>

1
— —= arctan

V3

(

2z—1
V3

)+

V3

Sl

+1



Exemple 2

/22_]‘d ]_/ 22—1 d ]' /
Z2=5 | 2 _o.719%"—©
22+ 1 2 ) 22—z+1 V3

1 1
=5 In (2 =z +1) — — arctan (22_1> T

V3

1 2
=5 In [ cos®(x) — cos(x) + 1]

V3

1
— —— arctan (

V3

Sl

N2
2z—1
&)

2cos(x)—1

V3

+1

>+C.
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: /cos(x)+10tan(x) dx

4+ sin(x)
Test d'invariance :

cos(x) + 10tan(x)

- dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 — x).
4+ sin?(x) ( )
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: /cos(x)+10tan(x) dx

4+ sin(x)
Test d'invariance :

cos(x) + 10tan(x)

- dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 — x).
4+ sin?(x) ( )

Changement de variable :
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: /cos(x)+10tan(x) dx

4+ sin(x)
Test d'invariance :

cos(x) + 10tan(x)

- dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 — x).
4+ sin?(x) ( )

Changement de variable : on pose z =sin(x),
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: /cos(x)+10tan(x) dx

4+ sin(x)
Test d'invariance :

cos(x) + 10tan(x)

- dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 — x).
4+ sin?(x) ( )

Changement de variable : on pose z =sin(x), dz = cos(x) dx.
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: /cos(x)+10tan(x) dx

4+ sin(x)
Test d'invariance :

cos(x) + 10tan(x)
4+ sin?(x)

dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 — x).

Changement de variable : on pose z =sin(x), dz = cos(x) dx.

/ cos(x) + 10tan(x)

4 + sin(x)

X —
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: /cos(x)+10tan(x) dx

4+ sin(x)
Test d'invariance :

cos(x) + 10tan(x)
4+ sin?(x)

dx est invariant lorsqu'on remplace x par (7 — x).

Changement de variable : on pose z =sin(x), dz = cos(x) dx.

1+10 sin(x)
/cos(x)flgtan(X) dx = / ——— 20 [cos(x) dx]
4+ sin®(x) 4 4 sin“(x)




Exemple 3

sin(x)

1+10 20 (cos(x) dx ]
[ IX | =
/ 4+ sin?(x) oS
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1+10 csc;22(8 1+10 1—2z2
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