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Corrigé 24

1. Calculer la longueur des arcs définis ci-dessous :
a) y=acosh(3), a<w<p, ¢) y=lnfeos(a)], zel[-F,F],

b) y=In(1—-2?), —3<z<

N =

, d) y=arcsin(e™®), 0<z<a.

B
a) Soit L lalongueur de l'arc: L = / V1+y?(x) de.

B B
Or y(x) = sinh(3), donc L :/ \/1+sinh®(2) de = [ cosh(%) d,

dy —2x
de 1 —a2"

dy\? —2z \? (1 — 22)2 + 4a? xt 4222+ 1
dx 1—a? (1—x2)? (1 — 22)?

Pour intégrer cette fonction rationnelle, on la décompose en éléments simples :

Al 2 1
1—22 1—22 1l—2 142x

1 1
2 2241 2 1 1
L:2/$+dx:2/ 1+ n da
o 1—ux? 0 l—z 14z

1

= 2[—1:—1—111(%)}; =—-1+2In3.

-

L =2 [—x—ln(l—x)—i—ln(l—i—m)}j
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c) e Intégration par rapport a x

Soit L la longueur de 'arc : L = / V1+y?(x) do.

= o:\:a

Or y=Inlcos(z)] = ¢(z)=

cos() - [—sin(z)] = — tan(x).

Donc / v/ 1 +tan ) dx = / 2 /
x \/ coS =

car cos(r) >0, Vwel[-%, %]

Recherche des primitives :

/cisc(li) _/QCOCSOTS((xx))dx _/12—201—1(2:6()1*)dm - / 1 —813((;(;]8@[)1 d+msin(x)]

B cos(z) . cos(z) .
B / 1 — sin(x) d +/ 1 + sin(x) d
1 + sin(z)

= —In[l —sin(z)] + In[l +sin(z)] + C = In 1 —sin(z)

+C.

Remarque :

On aurait pu arriver au méme résultat en utilisant les tests d’invariance
de Bioche.

Le produit -dx est invariant lorsqu’on remplace = par ™ — x,

cos(x)
on pose donc z = sin(z), ce qui nous amene a 'intégration d’une fonction
rationnelle en z.

Evaluation :

. T = n—E:nL—n = In
L_/O Cos(:p)d 1 1 —sin(z) |, 11/2 In1) = In(3).
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e Intégration par rapport a y

Soit ¢ la longueur de I'arc défini par  y =In[cos(z)], =z € [0, %],
c’est la moitié de la longueur cherchée.

Pour calculer cette longueur ¢ en intégrant par rapport a gy, il faut
déterminer x en fonction de y :

x = arccos () , y € [ln (‘?’) , 0] .

Posons a =1n ( 5
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0 2 dx ey
Expressionde ¢: (= /a (3—5) +1 dy avec dy - VI—ew
0 y 2 0 2y 0 1
Ez/a \/<W> +1dy:/a Vl—e2y+1dy:/a \/1—@2ydy

Intégration :

0
— arg cosh (e_y)

[ [ -

a

_ o —a _ —a\ __ 2
¢ = —[argcosh (1) — argcosh (e7) | = argcosh (e7*) = argcosh (\/§>

=0

Conclusion : L = 2/ = 2 argcosh (%)

d) e Expression de la longueur

—T

“ —e
= V14?2 de avec e S—
/0 ’ RV

a a
e Intégration
o Primitive
/; dx :/L dx = argcosh (e*) + C'.
V1—e 2 Ve —1
o Evaluation
dz = arg cosh (e*) — arg cosh (e”) = arg cosh (¢?).

¢ 1
_/Om

2. Calculer la longueur des arcs définis paramétriquement ci-dessous :

x(t) = 2 cost — cos(2t)
®) { y(t) = —2 sint — sin(2¢) —r<t<.
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1
a) Soit L lalongueur de 'arc I': L = / VIE®)2 + [y(t))? dt .
0

Bt)=2+2=2(1+1t), gt)=2-2=2(1—1),

L :/1\/[2(1+t)]2+[2(1—t)]2 dt = 2\/5/1\/1+t2 dt .

1
Calcul de l'intégrale définie / V1412 dt.
0

On pose t =sinh(z), d'ou 1+ 12 =cosh(z) et dt = cosh(z) dz.
Et lorsque ¢ parcourt U'intervalle [0, 1], z varie entre 0 et argsinh(1).

Posons a = argsinh(1),

1 a a - a
/ V14+t2dt :/ cosh?(z) dz :/ LSh(ZZ) dz = [Smh(Zz) +f}
0 0 0 2 4 2],
sinh(z) cosh(z) =z 1° sinh(z) /1 4 sinh?(2) + 2
— + — —
2 2 |, 2
0

V2 + argsinh(1)
— : .

1
L = 2\/5/ VI+t2dt = 2+ 2 argsinh(1).
0

b) Soit L la longueur de 'arc : L :/ Va2(t) + 93(t) dt .

(t) = —2sin(t) + 2 sin(2t) = —2 [sin(t) — sin(2t) |,

y(t) = —2 cos(t) — 2 cos(2t) = —2 [cos(t) + cos(2t) | .

#2(t) + 9 (1)
= 4[sin(t) —sin(2t)]* + 4 [cos(t) + cos(2t) ]?
= 4[sin’(t) — 2 sin(t) sin(2t) + sin®(2t) + cos®(t) + 2 cos(t) cos(2t) + cos®(2¢)]
= 4[24+ 2 cos(t) cos(2t) — 2 sin(t) sin(2t)]
= 8[1+cos(3t)].

1 + cos(3t)

2(t) + 9*(t) = 16 :

= 16 cos® (%) .

Donc +/i2(t) +52(t) = 4 |cos (%) ].
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Sur Uintervalle [—7, 7], cos % n’est pas de signe constant :

y

y =|cos (3t/2)|

/3

y = COs (3t/2)

™ 3
Par périodicité et symétrie, on en déduit que / ’ cos (%) | dt =6 / cos (%) dt .
s 0

3

L:4/ |COS(%)}dt:24/03COS(%)dt224|:§ sin(%)} = 16.

0

3. Déterminer l'aire de la surface de révolution obtenue par la rotation de la courbe
d’équation y = f(x) autour de 'axe d dans les deux cas suivants :

?, 0<r<1 et d=(0z),

b) f(x) =cosh(z), 0<zxz<1 et d=(0y).

a) Soit A laire de cette surface de révolution. A
A 1 ds
A :/O 2ryds = 27r/0 y(x) V1+y?(z) dz 4 y o
y(m):%x?)a y(r) =22, ds=+1+atdx W

or (! or [1 '
A = i/ BVt atde = 5| = (14 24)3? T 2v2-1).
3 Jo 3 |6 0 9
b) Soit A laire de la surface de révolution. YA
B 1
A:/ 2rxds = 27r/ x V14 sinh®*z dx
A 0

1
A:27r/ x coshz dx
0

Intégration de z coshx par parties :

/x coshz dr = x sinhx — coshz + C'.

A = 21|z sinhz —coshz]), = 27 (sinh1—cosh1+1).
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4. Calculer I'aire d'une sphere de rayon r.

e Une méthode : description paramétrique
Description de la sphere

La sphere de rayon r peut étre décrite comme
la surface de révolution engendrée par la rotation,
autour de 'axe Oy, du demi-cercle C' d’équations
paramétriques

0 ot
o { x(t) = r cos(t)
C

B
vl

y(t) = r sin(t) tel=3. 3l

On décompose cette surface de révolution en
"tranches” perpendiculaires a ’axe de rotation Y
Oy . s

Ces surfaces élémentaires sont des troncs de
cone de rayon moyen x et dont les génératrices
sont de longueur ds. Elles ont pour aire
2rxds.

ds

B
A :/ 2m x ds .
A

Et en I'exprimant par rapport a t : A

A= /_ or2(t) - VPO + P00 dt

jus
2

Soit A laire de la surface de révolution : O / . T

Calcul de l'aire de la sphere

™

A = / oma(t) - PO £ 20 dt

us
2

_ 4#/02x(t)'\/:t'2(t)+g)2(t) dt

= 47?/05 r cos(t) - \/[—T sin(t)]® + [r cos(t))® dt

[VE]

= 47r7"2/ cos(t) dt
0

Wl

= drr? [ sin(t) }

=]

= A4
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e Une autre méthode : description cartésienne
Description de la sphere

La sphere de rayon r peut étre décrite comme la surface de révolution en-
gendrée par la rotation, autour de 'axe Oz, du demi-cercle C' d’équation
cartésienne

9— T

On décompose cette surface de révolution en ”tranches” perpendiculaires a
I’axe de rotation Oz .
Ces surfaces élémentaires sont des troncs de cone de rayon moyen y et dont

les génératrices sont de longueur ds. Elles ont pour aire 27w yds.

Yy
ds

Qs
8

A O B

Soit A laire de la surface de révolution :

B B
.A:/ 27Tyd5:47r/ yds.
A 0

Expression que I'on peut intégrer par rapport a = oua y.

Calcul du volume

o Intégration par rapport a x.

B T
A:47r/ yds:47r/ y(x) - /1 +y?(x) do.
0

o

avec y(r) = Vr2 —a?, y'(x) = T

r2 — g2

r
et \% 1+y/2(33') - 1+ 7“2x—2ac2 - 2 — 2 ’

' ,r T
A:47r/ T2—$2-—dx:471'7“/ dx = 4 r?.
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o Intégration par rapport a .

B r 2
A:47r/ yds:47r/y- <fl—1’> +1 dy.
o 0 Y

avec x(y) = /1% — Y2, Z_x:——y2
Y

r2—y
2
do — ]2 _ "
et (dy) +1= Pt 1= 2 — g2
A=dr | y- r dy = —4rnr Y dy ,
0 r2—y 0 \/r2—1y?
A= —dnr [ r2—y2} = 47 r?
5. On considere I'arc paramétré I' défini par Y
t2 1 W t=2 )
ty= —— 2 Y
z(?) 4+ ¢2
I: te[0,2]. r
t) =
y(t) 4+ 12 t=20

a) Calculer la longueur de I'arc T'.

b) Calculer l'aire de la surface de révolution obtenue par rotation de l'arc I’

autour de l’axe horizontal y = % .

2
a) Soit L lalongueur de l'arc I': L :/ \/[$(t)]2 + [§(t)]? dt.
0

i(t) 20 (4+t%) — > (2t) 8t
N (44 12)° A+
i) — 2(4+t2)—22t (2t) _ —2t2+2237
(4+12) (4+12)

2\/[ 4t }2+[_t2+4r:2\/16t2+(t4—8t2+16)

(4+12)? (4+t2)? (4 + t2)2

) VI T 82 + 16 ) (2 + 4)° )

@+’ T EteP At
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Intégration :

- / EOP £ 0P di = / 24ft2 dt = / 2%()2& — arctan (})

2

)
0

b) On décompose cette surface de révolution en ”tranches” perpendiculaires a
I’axe de rotation y = %

Ces surfaces élémentaires sont des troncs de cone de rayon moyen % —y et
dont les génératrices sont de longueur ds. Elles ont pour aire 27 (5 - y) ds .

Y

N
b}

Sy ol

t=20

B
Soit A laire de la surface de révolution : A = / 21 (3 —y) ds.
A

Et en I'exprimant par rapport a ¢ :

A= / 2r | @2 (t) + () dt.
Intégration :

2

1w
2 W ) dt = 2 L . dt
A= ,/ ™| B+ 7T/ {2 4+ﬁ1 P

2 2y
:W =)
0 4+t 0 (4+t2)

2 2
1 2
. / dt = / dt =" (question précédente)
0 0

4+ t2 44 t2 8
2 2 2
4t 2t —2 1 1 1
[ ] / 3 dt — 2/ 5 = 2 = —— — (——) = — .
0 (4—{—t2) 0 (4+t2) 4+t 0 4 2 4

DO | —
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6. On considere 'arc de courbe I' défini par

y = sinh®*(z) , x>0, 0<y<I1.

a) Calculer la longueur de 'arc T'.

b) Calculer I'aire de la surface de révolution engendrée par la rotation de 'arc I’
autour de l'axe vertical d’équation z = argsinh(1).

Donner les résultats sous leur forme la plus simple.

Posons a = argsinh(1).

a) La longueur de 'arc I" a pour expression s = / 1+ [f(x)] dx.
0

f'(z) = 2 sinh(z) - cosh(z) = sinh(2x) , Y
1 £

\/1 + [f'(2) = \/1 + sinh?(2x) = cosh(2z) .

r
a 1 . a

s = / cosh(2z) dr = = sinh(2z) —q x

0 2 0 ) a

— sinh(z) - cosh(z) | = sinh(z) - /1 + sinh?(z)) | = V2.
0 0
b) Calcul de I'aire A de la surface de révolution.

Yy La section de cette surface de révolution

a> par le plan y = 1 est un cercle de rayon

r=a—x9. On en déduit 'expression de

laire A :

A:/Qﬂrds:/%r(a—x)ds,
r r

Que l'on integre par rapport a x :

A= / 27 (a — x) - cosh(2z) dx = 27 a/ cosh(2x) dz — 27?/ x - cosh(2z) dx
0 0 0

—\2

et on integre x - cosh(2z) par parties :
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¢ inh(2x) |“ @ ginh(2
/x-cosh(Qa:)dx = xw _/ Sm(x)dm
o+t 2 fy Jo 2
¢ h(2z) |
= x-sinh(x) - cosh(z)| — M
0 4 0

a a

= 2 -sinh(z) - y/1 + sinh?(2)
0

1 1
= a\/_—1(3—1):a\/_—§.

1 . 19
1 [2 sinh*(z) + 1]

0

Dou: A= (2#@\/5)—2#(@\/5—%) =1,




