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Corrigé 23

1. On considere le domaine D du plan limité par la courbe d’équation y = 4 — 22 et
par les droites d’équation y =4 et x =2.

Calculer le volume du corps engendré par la rotation du domaine D autour de
I’axe d’équation x = 2.

Figure d’étude.
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dy — > —
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Dans le plan d’équation y = yo (0 < yo < 4) perpendiculaire a ’axe de rotation,
la section du corps est un disque de rayon R=2—1x(yy) =2 — /4 —yo.

On en déduit 'aire du disque en fonction de q :
2
A(yo):WRzzﬁ(Q—\/4—y0> :7r<8—y0—4 4—y0>.

Puis le volume V' du corps :

V:/O4A(y) dy = /04w(s—y—4m) dy.

2 4

8 8 8
V:WlSy—%—i-g(Zl—y)?’m] :w[(32—8)——43/2} = 2T
0

2. Déterminer le volume engendré par la rotation autour de 'axe (Oz) du domaine
fini limité par les courbes d’équation y =% et y=Yr (z>0).
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Posons y; = 2% et y, = Jr, x>0. Ces deux courbes se coupent en z =0 et

r=1.
y
1 Y5
Y1 m
X
O ax 1 U

La section du corps de révolution par le plan perpendiculaire a ’axe de rotation,
d’équation x = x5, 0 < x9 <1, est une couronne de rayon extérieur R = yy et
de rayon intérieur r =y .

L’aire de cette section vaut A(zg) = 7 (R*—r?) = 7 [y3(z0) — ¥ (xo)] = 7 [%/3 — xg] .

1 1
Calcul du volume V' de ce corps. V :/ A(z)de = 7r/ [xQ/g — 2% du,
0 0

3
V=22 - —.
W{ X . 35

1 " 16w
- X
5 7

3. Dansleplan (Ozy), on considere le domaine fini D limité par la courbe d’équation
y=+/2x, Paxe (Oz) et la droite verticale d’équation z = 4.

Calculer le volume du corps obtenu par la rotation du domaine D autour de la
droite verticale d’équation =z =4.

Figure d’étude.

2
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4-x
o 4 X

Y
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Dans le plan d’équation y =1y, (0 < yo < 2) perpendiculaire a 'axe de rotation,

la section du corps est un disque de rayon R =4 —xz(yy) =4 — y2—g .

On en déduit I'aire du disque en fonction de yq :
A Yo
A(yo):ﬂ'Rzzﬂ'( —?0) :ﬂ(16—4y3+zo>.

Puis le volume V' du corps :

2 2 y$
V:/ Ay) dy = / 7T(16—4y3+—>dy.
0 0 4

r 144 7

= 7[(32-16+28) — 0] = :

1
V—w{l6y—y4+—y7 -

287 |,

4. Dansleplan (Ozy), on considere le domaine fini D limité par la courbe d’équation
y=4—22, (x >0), laxe (Oz) et l'axe (Oy).

a) Calculer le volume V] du corps obtenu par la rotation du domaine D autour
de 'axe (Oy).

b) Calculer le volume V5 du corps obtenu par la rotation du domaine D autour
de la droite horizontale d’équation y =4.

a) Figure d’étude :

YA

D

4

Yo \ @
} r= XO
|
‘ X

@) Xg 2

La section du corps de révolution par le plan perpendiculaire a I’axe de rotation,
d’équation y = yy, est un disque de rayon r = xg.

L’aire de ce disque en fonction de yo est A(yo) =nr’=mazd=7(4—1y).
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Soit Vi le volume de ce corps,

4 4 4
Vo= [ At =« [a-yy - W[4y—§y2] _
0 0

b) Figure d’étude :

r:4-y0

= [ —>

La section du corps de révolution par le plan perpendiculaire a I’axe de rotation,

d’équation x = xg, est une couronne de rayon extérieur R =4 et de rayon
intérieur r =4 —yp=4— (4 —2%) =x23.

L’aire de cette couronne en fonction de xy est
Alzg) = 7(R*—7?) = 7(16 — x3) .

Soit V5 le volume de ce corps,

5. Soit D le domaine du plan limité par la courbe C, 'axe 4
Oy et la droite horizontale h d’équation y =2+/3. 23 0
o y=S0 g
cos? () C

Calculer le volume du corps de révolution engendré par
la rotation du domaine D autour de 'axe h.

@)
wly +
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e Aire de la section

La section de ce corps de révolution par le plan Yy
d’équation x = xy, perpendiculaire a l'axe de dx
rotation, est un disque de rayon 7 = 2+v/3 —y(x). 23 o= h
L’aire de cette section est donc égale a
) 2v/3 — Yo
Alwo) =7 =7 (2V3 = y(a0)) vl
; % x
Awo) = (12 = 4v/3 y(wo) + 1*(z0) ) ol @ =

Alzo) = 7 (12 gy o) Sin2(x°>) o 0<mp<

T
cos?(xg)  cost(xg) 3

e Expression du volume

Le volume de ce corps de révolution a donc pour expression

V:/OEA(x)dx - 77/0 (12—4@ sin(@) sz(x)) dz .

cos?(x) = cost(x)

e Recherche des primitives

e Calcul du volume

V= W/Og {12—4\@ sin(z) | SmQ(x)] dz = 7 [12x— V3 tand(z)

cos?(z)  cos(x) cos(x) 3

V:ﬂ[<4ﬂ—8\/§+\/§>—(—4\/§” — 4 =373,

6. Vérifier que le volume d’une sphere de rayon r est égale a %W rs.

w3
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e Une méthode : description paramétrique

o Description de la sphere Js

La sphere de rayon r peut étre décrite
comme la surface de révolution engendrée par
la rotation, autour de 'axe Oy, du demi-
cercle C' d’équations paramétriques

o { x(t) = r cos(t)

y(t) = r sin(t)

te[-

I,

SIE]
IE

)

2
D

o Aire de la section

La section du corps de révolution par le plan
d’équation y = yy est un disque de rayon y
R = xy. L’aire de cette section vaut donc ds

Alyo) = 1 = T a3,

o Expression du volume

Le volume de la sphere a donc pour expression

; x
T r r O To T
V= / Aly)dy = 7r/ ?dy = 27?/ 22 dy .
r _r 0
On traduit cette expression en fonction de t :

V= 27r/0 2(0) - y(t) de

N

o Calcul du volume

V = 2r
r? cos®(t) - [r cos(t)] dt
= 27 r3/0 [1— sin®(t)] - cos(t) dt

= 27r® /2 cos(t) dt — /2 sin®(t) - cos(t) dt]
0 0
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e Une méthode plus simple : description cartésienne

o Description de la sphere

La sphere de rayon r peut étre décrite comme la surface de révolution en-
gendrée par la rotation, autour de 'axe Oz, du demi-cercle C' d’équation
cartésienne

P?4+yi=r, y>0 & y=—+Vr2—a2, —r<z<r.

Y

C \
T O v

La section du corps de révolution par le plan d’équation x = zy est un
disque de rayon R = .

o Aire de la section

L’aire de cette section est donc égale & A(zg) = mr? = wy?.

Yy
dx
Yot
Yo
D T
—r @) o ro

o Expression du volume

Le volume de la sphere a donc pour expression

V= /TA(x)dx _ W/Tgf(x)da: - 2W/0Ty2(x)dx.

-r -r

o Calcul du volume
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7. Soit D le domaine du plan limité par la courbe C', 'axe y
Ozx et la droite verticale d’équation = =1. s
1 4
x(t) = sin?(t C
C: Q Q te [0, F].

y(t) =1 — cos?(t)

Calculer le volume du corps de révolution engendré par la

rotation du domaine D autour de I'axe d’équation = = 1. @) 1
e Aire de la section Y
s
La section de ce corps de révolution par le plan 1+

d’équation y =y, perpendiculaire a I'axe de
rotation, est un disque de rayon r=1— xg.

11—z
L’aire de cette section est donc égale a Yo + ! dy

A(yg):ﬂ'T’2:7T[1—xg]2. : z

e Expression du volume

Le volume de ce corps de révolution a donc pour expression

V= /OIA(y)dy = w/01[1—x]2 dy .

On traduit cette expression en fonction de la variable ¢ :

us

V= W/OQ 1= 2(8)]2 - (1) dt

e Calcul du volume

V= W/OQ [1—z()]-y(t)dt = 7T/2 [1— sinz(t)f- [—3 cos?(t)(—sin(t))] dt,

0

jus

V:37r/2
0

8. Dans l'espace, muni d’un systeme d’axes cartésien (Ozyz), on considere un corps
dont les sections par des plans perpendiculaires a (Oy) sont des triangles ABC
définis ainsi : A est sur axe (Oy), B est sur la droite d’équations = =y = z
et C', dansle plan (Ozy), appartient a l'arc T' défini par

cos’ (t) } 3 3

cos®(t) - sin(t) dt = 3« [— 7, -

x(t) = 2t + 12
[: ¢ y(t)=2t—12 0<t<1.
z2(t) =0

Calculer le volume du corps ainsi défini.
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Figure d’étude. z

Dans le plan vertical perpendiculaire a 'axe Oy, d’équation y = yq

[ou yo = y(to)], Daire de la section triangulaire vaut A =3 z¢ - zp.
Déterminons les coordonnées des points B et C en fonction de t :

B (y(to); y(to); y(to)) ,  C (x(to); y(to); 0)

D’ou l'expression de l'aire A(yp) en fonction de  :

Alyo) = Alylto) = 5 wlto) - ylto) = 5 (20 +1) (2o — 1) = £ (473 —13).

DO | —

On en déduit le calcul du volume V :

y(1) 1
v=l®A@mw:AAmmmww

L2 — ¢ 1 1
0 0 0
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9. Soit v la courbe de 'espace définie par z =t, y=1t>, z =13, tcR.

On considere le corps engendré par des disques horizontaux dont les centres sont
sur 7y et dont les cercles frontieres coupent l'axe Oz .

Calculer, pour z >0, le volume de ce corps sachant que le rayon des disques varie
entre 0 et \/5 .

Figure d’étude.

Dans le plan horizontal d’équation z = 2y ou 29 = 2(ty) = t3, le disque a pour
centre Q(to, t2, t3) et pour rayon r = /22 +y2 = /12 + 5.

L’aire de ce disque vaut A(zg) = A(z(tg)) =nri=m (t2 +13).

Calcul du volume V' de ce corps.

1 1
V = 7r/ (t* + 1) (3t} dt = 37r/ (t* + %) dt,
0 0

1 11" 367
V =3r|-t0+-t"| = —.
”[5 7 10 35
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10. Dans l'espace, muni d'un systeme d’axes cartésien Oxyz, on considere un corps
dont les sections par des plans perpendiculaires a 'axe Oy sont des carrés ABCD
tels que A est sur 'axe Oy et B, dansle plan Ozy, appartient a l'arc T,

(Zc,ZD>O).
Yy
2(t) = /T — cos(?) 14 =0
‘ _ cos(t) E
r: y(t)_—1+sin(t) te[0,5] r
z(t) =0 t=1
0 T

Calculer le volume V' de ce corps.

La section de ce corps par le plan d’équation y = yo, (yo = y(to)) est un carré
dont Paire vaut A = 2? = 22(ty) .

1 1
On en déduit I'expression du volume V de ce corps: V = / Ady = / wdy,
0 0

que l'on traduit en fonction de t.

0
Lorsque y variede 0 a 1, t variede 3 a 0, dou V = / 22 (t) - y(t) dt,
%
avee (1) = — sin(t) [1+ si‘n(t)]2— cos®(t) _ -1 —'sin(t)2 _ 1‘ ‘
[1+sin(?)] [ 1+ sin(t) ] 1 + sin(¢)

0 01 — cos(t) 21— cos(t)
— — . _ -1 = — _ = _—
V= /T [1—cos(t)] [ ) } dt [5 T+ sm(D) dt /o T sm(D) dt .

2

Voici deux méthodes pour calculer cette intégrale définie.

e Premiere méthode

On integre cette fonction rationnelle trigonométrique par changement de vari-
able, a I’aide des tests de Bioche.

Les trois tests d’invariance étant négatifs, on pose z = tan (%) , 0<2< 1.

2 1 — 22 2
e, cos() =1 s -

t =2 arctan(z), dt=

51_ + 11_17z2 2 1 42
/Qﬂdt:/ 1;’52- 2dz:/ 2Z 5 dz.
o 14sin(t) 0o 1+% 1+2 o (14 2)%(1+ 22?)

On décompose cette fonction rationnelle en éléments simples :

422 A n B +C’z—|—D
(14+2)2(1+22) 14+2z (1+2)2 1422

A B,C,DeR.
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et par identification, on obtient A=-2, B=2, C=2, D=0:

422 2 2 2z

0122012 11z (422 132

Puis on integre les éléments simples :

1 1 1
1 1 2
V:—Q/ dz—2/ ——2dz+/—22dz
o 142 o (1+2) 0o 1+=2

e R e R

e Deuxieéme méthode

On fait apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur :

/2 1—C9S(t) dt:—/2 cos.(t) dt+/2 1' gt
o 1+sin(t) o 1-+sin(t) o 1+sin(t)

o Avec / _costt) [1n(1+sin(t))] — In(2) — In(1) = In(2).

[VE]

1 + sin(t) 0
o Et ———— s’integre par changement de variable.
1+ sin(?) srep 8 v
Les trois tests de Bioche étant négatifs, on pose z = tan (%) , 0<z< 1.
2 2z
t = 2 arctan(z dt = —— dz sin(t) = .
(2) 1422 7 ®) 14 22

3 1 L | 2 L |
e Y =
o 1+sin(t) 0o 1+1% 142 o (1+2)

ER| 2 t
En conclusion : V:/2 —_— dt—/2 L.() dt =1—1n(2).
o 1-+sin(t) o 1+sin(¢)




