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Corrigé 22

1. Déterminer, dans les trois cas suivants, ’aire du domaine situé entre 'axe Ozx et
I'arc de courbe défini par v = {(z,y) € R* | y = f(z), y > 0}.

8) fx)=6r—22—8, b f(:c):ewl—%, &) f(@)=(2—2) Iz

a) Considérons la courbe définie par y = f(z).
y=—-1*+6x—-8 & y=—(r-3>+1 & y—1=—(v-3)>.

YA
14+

Représentation du domaine.

4
Soit A Taire du domaine, A = / ydx.
2

4
A = /(—:L’2+6x—8)dx = [—§x3+3x2—8x]4
2

2

A= (-8+48-32) - (-3+12—-16) = %.

b) La fonction f est paire, la courbe définie par y = f(x) est symétrique par
rapport a 'axe Oy, elle coupe 'axe Ox en = =+In2.

y
12

-In2 Q,% In2

In2
Soit B l'aire du domaine, B = / ydr = 2/ ydz.
0

b = 2/0n (" = Dde = 2[—e*—La]"? = 2[(-=L =L m2) - (-1)]
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c) Soit y=f(x)=2—2)lnzx. y>0 < 1<z<2.

VA

2 2
Soit C laire du domaine, C' = / ydr = /(2—95) Inzdr.
1 1

Recherche d’une primitive de (2 — z) Inz par intégration par parties.

2
Onpose v'=2—z et v=Ihw, u=2r-7% et v’:%.

/(2—93) mzde = (20-%) 1nx—/(2—§) dz

/(2—$) Inxdr = <2x—§> lnx—2x+§+K.

Calcul de l'aire C':

2. Dans le plan muni d’un systeme d’axes Oxy, on considere la courbe I' défini par

I: y:cos(\/E), 0<z<n?

Calculer 'aire géométrique du domaine fini limité par la courbe I', T'axe Oz,

I'axe Oy et la droite verticale d’équation x = 72

e Représentation du domaine

Yy
1
7.‘.2
T 2
—< xr
O
r
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e Expression de l'aire géométrique du domaine

A = /0ﬂ2’cos(\/5)’da:

7\'2 2

— /04005(\/5)dm—|—/: [— cos(v/z) ] dx

s

4

2 2

_ /04cos(\/5)dx_/: cos(v/7) da

3

4

e Recherche de primitive
Pour intégrer cos(y/z), on change de variable en posant

Ve=t, >0, t>0, =t dr = 2tdt.

/cos(\/E) dv = /cos(t) 2t dt = 2/t - cos(t) dt .

Puis on integre ¢ - cos(t) par parties :

/f : cosT(t) dt = t-sin(t) — /1 -sin(t) dt = t-sin(t) + cos(t) + C'.

/Cos(ﬁ)dx = 2 [z -sin(vz) + cos(vz )] + C.

e Conclusion

2
_ 2
1 s

A = /0 cos(\/T ) dz — / cos(V/T ) dz

2 2
2

= 2[Vz-sin(vz) + cos(vz)] F —2 [V -sin(va) + cos(vz)];

= 2[(3+0) = (04+1)] =2[(04 (1)) = (3 +0)]

= 2m.

3. Calculer I'aire du domaine limité par les courbes d’équation

y=x"4+2r4+3 et y=2ax+4.
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Posons y; =2z +4 et y, =22 +22+3.

Les deux courbes se coupent en (—1, 2)
eten (1,6).

Soit A Taire du domaine fini limité par _
les deux courbes. ViV,

A :/_1(y1—y2)d$ /ZF
A dx

A —/ (22 +4) — (2° + 22 + 3)] da

12
1 y
A :/ (—2% + 1) dx '
1
x3 ! 4
A = [———i—m} = = = X
3 ;) 3 1 O 1

4. Calculer I'aire des domaines finis compris entre les courbes définies par les équations
suivantes :

a) y=1+mx et y=arcsin(%).
Intégrer d’abord par rapport a x, puis par rapport a y.

Indication : ces deux courbes se coupent en x =0 et z=1.

e Intégration par rapport a x.

Posons y; = % mx et y,=arcsin(%), xz€ [0, 7).

T

YA
T2

~F-
dx

L’aire A du domaine s’écrit :

A :/Oﬂ(yl—yg)das :/OW LT — aresin(2)] do
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Recherche des primitives :

/%\/ﬁd:v = g/\/fdx = \/?ExS/QjLC’.

/arcsin(%)d:c = /1-arcsin(f—r)d:c. Posons u' =1 et v = arcsin(%)

x
arcsin(£) dr = x arcsin(%) —/—da:,

/arcsin(f—r) dr = z arcsin(?) +vVr? — 224 C.

m 2
Dou: A = {\/—% ?? — g arcsin(£) — vV'm? — xQ] = 7T— %
0

e Intégration par rapport a y.

Yy=:5V10 & x:%yQ et y=arcsin(Z) < w=msiny.

Posons x; = 1y? et x, = siny.
y
/2

O

\ X Xq l
[aire A du domaine s’écrit :

™

A :/2 (7 siny — 24| dy :/2 (7 siny — 2% dy
0 0

4,17 2
A:{—Wcosy——y?’] — -
3m7 |, 6

L’intégration par rapport a y s’impose ici comme la méthode nécessitant les
calculs les plus élémentaires.
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b)

VP +2y—x=0 e y—a+2=0.

On integre par rapport a la variable y. y
A
B = [ @ -n @l ,
-2 2
. o—> X
3

avec x1 (y) = y?+2y et xa(y) = y+2.

1
B :/ (—y*—y+2)dy

2

1 1 ! 9 -
B = |—=¢y>—=¢4*>+2 = —.
|: 3y 2y y:|2 2 }‘in'Xlg"

Remarque : on peut aussi calculer cette aire en intégrant par rapport a x.

Il faut intégrer de z = —1 a x = 0 la différence des ordonnées des deux
branches de la parabole d’équation (y+1)> =+ 1, et intégrer de z =0 a
xr = 3 la différence des ordonnées de la branche supérieure de la parabole et
de la droite d’équation y =z — 2.

B:/O [(—1—!—\/:76—“)—(—1—\/90—%—1)}(&—#/3 [(—1+M)—(w—2) dz.

-1

(y—32=x—-1 et (y—3)2=4(x—4).

Les deux paraboles se coupent y
en (5,1) et (5,5).
51
Posons z1(y) = (y — 3)* + 1
) x,(y) Xo(Y)
-3
et xo(y) = %+4.
3 1 N _ _

L’aire C du domaine s’écrit :

C _/15[x2(y)—w1(y)]dy, " i

1+ X=Xy

¢ = 2/1 [22(y) — 21(y) ] dy . o I 4 5 X

C = 2/13[@_43)2—1—4—[(y—3)2+1]}dy - 2/13 {—z (y—3)2+3}dy
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d) y=12%, y=2* et y=2z.
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—

Posons y; = 527, yo = 2% et y3 =2z.

L’aire D du domaine fini limité par les
trois courbes se décompose de la facon
suivante

4
D y2 Y1) dx +/ (ys — y1) dx

4
D = / ) dx +/ (20— 3 2%) dx
2

o dx 2 dx 4

5. Dans le plan, on considere les deux courbes I'y et I'; suivantes :

I':y=+v31—-2), <1 et

(z —1)%.

O =~

FQZ y-{-l:

Calculer I'aire du domaine fini contenu dans le demi-plan y > 0 et limité par les

deux arcs I'y et I'y.

Indication : les deux courbes I'y et I's se coupent en x = —2.

e Une méthode : découpage du domaine en ”tranches verticales”

o Représentation du domaine

Le découpage du domaine en "tranches verticales” exige de distinguer deux
cas selon que z est plus grand ou plus petit que —% .
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o Expression de 'aire du domaine

% si —2 < ax < -1 les "tranches verticales” ont pour épaisseur dx et

2
pour longueur y; — ¥,

% si —% < x <1, les "tranches verticales” ont pour épaisseur dz
pour longueur 1y .

Expression de laire A :

1

4 = /_%m(x)—ymﬂdm/ 1 (w) do

1
2 -3

- /;yl(m)d:v —/; ya() dx

N

1
2

- /_chzx—/ [-1+2 (z—1)"]da.

-2

o Intégration

A = \/3(1—x)dm—/ 143 (z—1)*] da

et

e Une meilleure méthode : découpage du domaine en ”tranches horizontales”

o Représentation du domaine
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o Expression de 'aire du domaine
Les "tranches horizontales” ont pour largeur dy et pour longueur z; —xs.

On explicite x1(y) et wzo(y) sous la condition x;, xo <1 :

y? y?
« I y=4y/31—-2) = a:zl—g, xl(y)zl—g.
3
« Dy y+l=5@—-1> = = —§vy+1,

3
$2(y):1—§\/y+1-

Expression de l'aire A du domaine :

A :/03[:v1<y>—x2<y>]dy =/03 %+ 3vyTTay

o Intégration

6. On considere I'ellipse définie par les équations paramétriques

{ x(t) = a cost

y(t) = b sint a,b e Ry

Montrer que 'aire du domaine limité par cette ellipse vaut mab.

L’ellipse est symétrique par rapport aux axes Ox et Oy, on calcule l'aire du
domaine contenu dans le premier quadrant (x >0, y > 0).

% :/an@;) iz :/:y(t)-ac(w dt

Or z variede 0 a a lorsque t variede 7 a 0, donc t; =73 et t,=0.

A 0 YA

4 :/W y(t) - ilt) dt =2

A °

Z:_ab/TSItht y
P ) . t=0 _
5= —§ab/T (1 — cos2t) dt o) dx a =
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A 1 1 1
a2 2 _~ sin?2 —
1 2ab[t 5 sin t} 47rab

7. Dans le plan Oxy, on considere la demi-ellipse I' définie par

| x(t) =2 cost S
SR T )
On considere le domaine fini D limité par la courbe I', la droite horizontale
et la droite verticale d’équation z =1, (z>1 et y > —1).

d’équation y = —3

Calculer 'aire du domaine D.

Figure d’étude :
y
A < x>
B

/

x=1

L’aire A du domaine D s’écrit :

A= [y = / () — 1] 9(0) dt.

Ya A

Recherche des bornes t, et t5.

.A(ZL'A,—%)EF & dt, € [—%,%] tel que y(tA):_%‘
. T

e B(1,yg) €T et yp>0 <& Ttz c]0, 7] telque z(tp)=1.

m

DO | —

2cos(tg) =1 <& cos(ty) =
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Calcul de 'aire A du domaine D :

A= /tB[xF@)—uy(t)dt

jus
/3
B -

s
6

[ 2 cost —1] cost dt,

ol

3
/ (2 cos®t —cost) dt = / (cos2t+1—cost) dt,
~% %

ol

A

L inot+t—sint m—1
— Sln — Sin = .
2 2

s
6




