EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I  Corrigé 21

Corrigés - Série 21

1. Décomposer, si nécessaire, les fractions rationnelles suivantes en éléments simples ;
puis chercher les primitives des fonctions ainsi définies.

1—2z x84+ 1
8) a@) = s ) d(@) = Gare
2¢r+5 423 + 22 + 2
b) b(z) = 422 — 122+ 9’ e) elz) = 4t 41
322 +1

c) c(z) =

(@2 +a2) (22 + 1)

11—z

= Da:R
2244 +5’

a) a(zx)

Le dénominateur de a(x) est irréductible, a(z) est un élément simple de
deuxieme espece.

—1 2z +4) 3 1 2z2+4 1
a(x) = + = —— + :
x24+4x+5  2?2+4x+5 2 224445 (x+2)2+1
1 2
a(x)dr = —5 In(x® + 4z + 5) + 3 arctan(zx + 2) + C'.
2+ 5 2r +5

b) b(x) = D, =R - {3}.

A2 —122+9 (22 —3)2°
b(x) se décompose en éléments simples de la fagon suivante :
2+ 5 a b

M@ = Gezar T wmo3t o

a,b e R.

Recherche des coefficients a et b par identification :
a(2e—3)+b=2x+5 <& 2ax+(—3a+b)=2zx+5 < a=1 et b=38.

b(x) 1 N 8 1 2 44 2
x) = = - :
20 —3 (22 — 3)? 2 2x —3 (22 — 3)2

1
/b(x)dx =3 1n|2$—3|—2x_3+0.
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3x2+1 32 +1

c) c(x) = = , D.=R—-{-1,0}.

(22 +2)(22+1) a(z+1) (22 +1)
Décomposition de c¢(z) en éléments simples :

32+ 1 a b cx+d

c(x):$( = — 4+ + a,b,c,d e R.

r+1)(x2+1) r 41 a2+1’

Recherche des coefficients a, b, ¢ et d :

+* multiplication par x, puis évaluationen z=0: a=1,

b=-2,

* multiplication par x + 1, puis évaluation en x = —1:

Corrigé 21

x multiplication par x, puis passage a la limite lorsque z - o00: ¢c=1,

¥ évaluationen z=+1: d=1.

1 2 r+1

clx) = —

x_x+1+x2+1'

Intégration de 1’élément simple de deuxieme espece :

/x—i—ld / 1 2x n 1 d 1/ 2x p
T = _ T = — x
2+ 1 2 2241 2241 2 2 +1

1
=5 In(x? + 1) + arctan(z) + C'.

Conclusion :

o

2+ 1

1
/c(x)dx = In|z| -2 1n|x+1|—|—§ In(2* + 1) + arctanz + C.

2841

d) d(z) = m,

D;=R.

dx

Le degré du numérateur étant supérieur a celui du dénominateur, on effectue

la division euclidienne de z%+1 par (2% +1)2.

5 +1 = (2t 4222+ 1) (22 —2) + 3 (22 +1).

Z+1 1
3z +1) _ 22 -2+3

Dou: d = 22 -2 = .
ow: dz) = =2 Ty 241

1
/d(m)dw = §x3—2x—|—3 arctanx + C'.

_4333—1—2:1:—1—2

e) e(x) = ST D.=R.
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e Décomposition en éléments simples

o Décomposition du dénominateur en facteurs irréductibles

* Premiere méthode

Recherche des quatre racines complexes de 4z* + 1.
1

42 +1 =0 & x4:—1:[§,w+2kw]

& o= [L2 T4k £=0,1,2,3

zo =1 (1+1) . HZ“ .
x =3 (—1+1)

Ty =T = (—1—4) o 2]
T3 =Ty =3 (1—1) X2 Xs

On regroupe les facteurs dont les racines sont conjuguées :
(x—m)(x—a3) =2’ —z+3 et (v—m)(v—a)=0"+z+3,

dr'+1=4(" —z+3) P+ +3) = 222 —22+1) (222 +22+1) .

* Deuxiéme méthode

On complete I'expression 42* +1 pour former un carré :
4ot +1 = (da* + 422 + 1) —42? = (222 +1)? — (22)?
= [(22°4+1) — (22)] [(22” + 1) + (22) | = (22 —22+1) (22°+22+1) .

(z) 4o + 2z + 2
e(x) = .
(222 =2z +1) (222 + 2z + 1)

o Décomposition de la fonction rationnelle en éléments simples

(2) 4a® 4+ 2z + 2 ar +b N cr +d
e\r) = == .
(222 =2z +1) (222 +2x+1) 222 —-220+4+1 222+22+1

On détermine les coefficients a, b, ¢ et d par identification et on
obtient :
a=0, b=1, c=2 et d=1.

() Ax® 4 22 4 2 1 L el
e(z) = = :
(222 =2z + 1) (222 +2x+1) 222—-2x+4+1 222+22+1
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e Intégration des éléments simples

1 n 2¢ +1
202 —2x+1 222+ 2x+1

e(r) =

e b e L e e e
o = =
222 — 2z +1 " 422 —dz+2 a2 —dz+1)+1

2
= /m dr = arctan(2z — 1) + C'.

2 + 1 1 Az +2 1
T dr == | —— " dr = -In(2e?+22+1)+C.
O/2x2+2x+1 v 2/2x2+2x+1 T =5 (27 +2w+1) +

1
/e(a:) dr = arctan(2z — 1) + 5 In(22% + 2z +1) + C.

2. Déterminer ’ensemble des primitives de la fonction f définie par

f(x):%-ln(x3—2x2+5x), z>0.
T

e Intégration par parties

[ = [ 5w 2e s

x
4 {
5 5 322 —4x+5
= —Z.In(z®—=222+5 _/__.—
x n( v+ 5a) x a3 =222+ bx
2 3z —4x +5
= —=.In(z® - 22%+5 5/ d
x nz @+ 5z)+ x (23 — 222 + bx) ‘

e Décomposition en éléments simples
La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle

3z —4x +5
x (23 — 222 + bx)

se base sur la décomposition en facteurs irréductibles de son dénominateur :

x(2® — 22 +5x) = 2% (2 — 22+ 5) .
~—_—
A<O



EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I  Corrigé 21

32 —4xr +5 A B+ Cx+D
22 (22 - 22 +5) oz 22 22-20+5

Ax (2?2 =22+ 5) + B (2 — 20+ 5) + (Cx + D) 2*
x? (22 — 2z + 5)

(A+C)a*+ (—2A+ B+ D)2*+ (bA—2B)x+ 5B
x? (22 — 2x +5)

On en déduit les coefficients A, B, C', D par identification :

—2A+B+D=3 B=1
54
5A — 2B = —4 C=:

En conclusion :
32 —4x +5 2 5 20+ 6
) dv= | |-+ 5+ ———|dz.
/xQ(x2—2m+5) v /[ x+m2+m2—21+5 ’

e Intégration de I’élément simple de deuxieme espece

2x + 6
On décompose la fonction rationnelle _srth pour faire apparaitre la
22 —2x+5
dérivée d'une fonction logarithme :
20 +6 20 — 2 8

x2—2x+5:x2—2x+5+x2—2x+5

et on décrit P S comme la dérivée d'une fonction arctangente :
x? —2x

8 8 8 2

:B2—2:L'—1—5:(9:2—2:v+1)+4_(a:—1)2+4_ (wT—1)2+1

— 4.

($—1 2
2

+1

~— |l

En résumé :

2 6
/Q:Q_JJT—;% dr = In(z® — 22 + 5) + 4 arctan (52) + C'.
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e Conclusion

/ % In(2® — 22* + 5z) dw

5 32 —4x+5
= —Z.n(®—222+5 5/ d
PR vy e, e R
5 2 5 2046
— 2 (3 —222+5 /—— 2 T2 o 5
" n(z x° 4 5x) + $+x2+x2—2az+5
5 , , 2 5 2$+6
R R e e e
5)

5
= —— - In(z’ =22 +52) — 2 In(2) — = + In(2® — 22 + 52) + 4 arctan (“34) + C.
T Xz

3. Calculer les primitives des fonctions suivantes :

1 10 tanx
a) a(x) = costx’ ¢) elx) = 3cosx —2sin’x’
4 1
_ d) diz) =
b) b(x) = coB x| ) d(w) 1+sinz+2 cosz

a) Le produit a(z)-dx est invariant lorsqu’on remplace x par (7 + ) :

1 1
1 1
On posedonc u = tan(x), x = arctan(u), dzr = ] du, cos*(z)= R

1 1
_ 2 2 _ 2 _ 3
/a(:z:)da: /(u +1) 3 1du—/(u +1)du-3u +u+C,

b) e Changement de variable

o Test de Bioche

Le produit b(z)-dz est invariant lorsqu’on remplace = par (m—x) :

4 (m—z) dx = —4 (—dz) = b(z)-dx .

b(’/T—aj)-d (7T—.17) = m

On pose donc u = sin(z) .
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o Changement de variable

u=sin(z), = =arcsin(u), dr=-——— du, cos(z)=+V1—u?.

/b(x)dx:/(\/lilw)g-ﬁdu:/ﬁdu.

e Décomposition en éléments simples

4 4 a b c d

-  (—wf(+u? 1-u (=wf 1+u Tru?

Recherche des coefficients a, b, ¢ et d :
* multiplication par (1 —u)?, puis évaluationen u=1: b=1,
* multiplication par (1+ u)?, puis évaluationen u=—-1: d=1,
* multiplication par w, puis limite lorsque v —o0c0: 0= —a-+c,

x évaluationen u=0: 4=a+b+c+d, dou a=c=1.

4 111
(1—wu2)?2  1-u (1—u)? 14+u (1+u)?

e Intégration des éléments simples

1 -1
o/ du:—/—du:—ln|1—u|—i—0.
1—u 1—u

1 -1 1

1
o [ ——du =In|l+u|+C.
I+u
1 1 1
——du=— [ ——— du=— C.
O/(Hu)? ! / Crup ™" 1w
Conclusion :
4 1 1
_— = —Inl|l — —— +In|l - :
/(1—u2)2 du n | u|+1_u+ n|l+ ul 1+U+C
4 1+u 2u
——du =1 :
/(1—u2)2 " ol 1—u2+0
1 + sin(x) 2 sin(x) 1 +sin(z)] 2 sin(z)
b(x)dr =1 =1 :
/ () dz =1n 1 —sin(x) 1—sin2(x)+c " 1 — sin(x) +cosQ(ac) +C
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c) e Changement de variable
o Test de Bioche

Le produit c¢(z) - dx est invariant lorsqu’on remplace z par (—zx) :

B 10 tan(—x)
) d0) = ) — 2 ()

(—x) dx

B 10 tan(x)
3 cos(z) — 2 sin®(z)

(=dx) = c(z) - dz.

On pose donc u = cos(x) .

o Changement de variable

u=cos(r), x=arccos(u), dr=-—————du, sin(z)=V1-—u?.

/C(I) do = /3u 1—02%@ (_ﬂl_im du) - /u(2u211:(3)u—2) du.

e Décomposition en éléments simples

—-10 —10 a b c

WP 43u—-2) ulu-D@+2) uwm—1Tur2

Recherche des coefficients a, b et c:

* multiplication par w, puis évaluationen u=0: a =25,

x multiplication par 2u — 1, puis évaluation en u = % b= -8,
+x multiplication par w + 2, puis évaluationen v =—-2: c=—1.
—10 5 8 1

w2 +3u—2) u 2u—1 u+2°

e Intégration des éléments simples

Les éléments simples sont tous de premiere espece :

—10du
=51 —4In2u—1|-1 2|+ C.
/u(2u2+3u—2) n |ul n|2u — 1] — In|u + 2| +

/c(m) dr = 5| cos(z)| —41n|2 cos(z) — 1] — In[ cos(x) + 2] + C.
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d) e Changement de variable

o Test de Bioche
Les trois tests de Bioche appliqués au produit d(x)-dz sont négatifs.

On pose donc u = tan (g) .

o Changement de variable

x 2
u=tan (%), r = 2 arctan(u), dr = T du |
. 2u 1 — 2
sin(z) = Tru cos(z) = T
1 1 9
d(z)dx = der = . d
/ (z) d /l—l—sinx—i—Qcosa: v /1—{_1-?-1;2_‘_2(11-1—_1722) 1+ 2 u

-/ 2 W= [ o
T 0rd)r2ur20-w@) " T ) @ —2u—3 "

e Décomposition en éléments simples

-2 -2 a b

w?—2u—3  (u+1)(u—3) irl Tu—3

Recherche des coefficients a et b:

+x multiplication par v+ 1, puis évaluationen v =—-1: a =

L T

* multiplication par u — 3, puis évaluationen u=3: b= —

-2 1 1 1
w2—2u—3 2 |lu+1 wu-—-3|"

e Intégration des éléments simples

/d(m)d:v = %/{ ! ! }du = % [Infu+1|—In|u—3[]+C

u+1 u—3
1 u+1 1 tan(%) + 1
= -1 C =—-In|l—%—|+C
2nu_3‘+ zntan(g)—3’+
4. Calculer les primitives des fonctions suivantes :
d 1 4 tanh(z
) () = p>0. b) gle) = &

24+ 2zxr+10x’ 4+ tanh?(z)
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a) e Changement de variable

Pour "faire disparaitre” /x et ainsi se ramener a l'intégration d’une
fonction rationnelle, on pose u = /T :

u=+x, z=u*, >0, u>0, dr=2udu.

5 5
de = de = 2ud
/ﬂx) ! /x2+2x\/§+1ox ! /u4—|—2u3+10u2 ha

/ 10 d
— .
ud +2u? 4+ 10w

e Décomposition en éléments simples

10 10 a bu-+c

wd+2u2 +10u  u (u2+2u + 10) @ T 2ur 10

car u?+2u+ 10 est un polyndme irréductible de degré 2.

Recherche des coefficients a, b et c:

x multiplication par w, puis évaluationen u=0: a=1,

x multiplication par w, puis u —-o00: O=a+b = b=-1,
4 ; _ . 1 _ —2b+ —

* ¢valuationen u=-2: —5=-5+-" = c=-2.

10 1 u+2

w3 +2u2+10u u w2 +2u+10°

e Intégration des éléments simples

On décompose I’élément simple de deuxieme espece de sorte a faire ap-
paraitre la dérivée de fonctions logarithme et arctangente :

2u+ 2 1

u+ 2 B n
w+2u+10 wu24+2u+10"

w2 +2u+10

1
2

1 1 1 1

_ 1l 5
@H2u+10 (w1249 9 (w)?q 3 ()P4

1 1 2u + 2 1 3
dv = [ —du— > [ =22 gy . [ —3  qu.
/ﬂx) ! /u " 2/u2+2u+10 Y73 /(“T“)QH B

1 1
/f(:x)dx = Inu| — 5 In (u* 4+ 2u+10) — 3 arctan (“H) + C.

avec

/f(x)dx - %ln <$++\/17+10) - %arCtan(l"’g\ﬁ) +C.
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b) e Changement de variable

Pour se ramener a l'intégration d’'une fonction rationnelle, on pose u =
tanh(x) :

1
1 — w2

1 + tanh(x) /1+u 1
dr = | =220 g0 — : d
/g(x) ! /4+tanh2(x) T i i ™

1
- [ a

e Décomposition en éléments simples

u =tanh(z), =z =argtanh(u), dx du .

1 a bu-+c

I—w Grwd) 1-u 1+

car 4+ u? est un polynome irréductible de degré 2.

Recherche des coefficients a, b et c:

x multiplication par 1 —wu, puis évaluationen u=1: a= % ,
* multiplication par w, puis u »00: 0O0=—-a+b = b= % ,
% évaluationen z=0: I=a+% = c=1.
1 1 1 n u+1
(1—u)-d+u?) 5 [1—u 4+u?]|

e Intégration des éléments simples

On décompose I'élément simple de deuxieme espece de maniere a faire
apparaitre la dérivée de fonctions logarithme et arctangente :

u+1 2u 1 1
avec =

1 1
It 24+a? dtur’ Lru? (e’ 4

1 1 1 2u 1 3
dr = - du + — du + — [ —2— du.
/g(x) ! 5/1—u TS ire ™ 10 DT

1 1 1
/g(w)d:p =% In|l—ul + Eln(4+u2) + Toarctan(%)—i—c.

1 d? 1 "
= M In ((1J_ru)2> + m arctan (5) +C.

an2$ 1 anh(x
/g(:zc)dx = —IH(%>+Earctan[t 2()} +C.




