EPF - Lausanne COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES

Corrigé 20

1. Calculer les primitives des fonctions suivantes :

e Changement de variable

On pose u = +/z et on exprime /

u=+vz, >0, u>0

/ o(z) dv =

e Intégration

oWz

NG

u+1) In(2
/2u+1 du — /€(u+1) () g, — e(ut1) In(2)

e Retour a la variable z

VT 1
/ﬁdw:m

b) b(z) = sin(y/z).

e Changement de variable

oWz
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dz en fonction de la variable w :

VT

=

2

Tr=u = dxr=2udu.

2U
dr = /— 2udu = /2“+1du.
U

2u+1

L)

D +C.

.2(1""\/5) ‘I’C

On pose u = +/x et on exprime /sin(\/E) dx en fonction de w :

u=+z, >0, u>0 &

2

Tr=u = drxr=2udu.

/ sin(v/z) dz — / sin(u) (2udu) = 2 / w- sin(u) du.

e Intégration

/ e sin(u) du =
= —u - cos(u) —i—/COS(U) du

- cos(u) — / 1 [ cos(u)] du

= —u-cos(u) +sin(u) + C'.
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e Retour a la variable x
/sin(\/E) dz = 2 [sin(v/z) — z - cos(vz)] + C.

c¢) c(xr) = 2°-sin(2?).

e Par changement de variable

¥ Onpose 22 =t, t>0, dou 2xdr=dt ou dx:ﬁdt.

/x3-81n dx-/( ) - sin(t %dt—;/t-sin(t)dt,
ou / 3. gin(a?) do = %/ﬁ.&n( 2y (2 da) = %/t.sm(t)dt.

* Puis on integre la fonction ¢ -sin(f) par parties en posant wu(t) =t
et v'(t) =sin(t), dou v/ (t) =1 et v(t) = —cos(t) :

/f : sinT(t) dt = —t-cos(t) + /cos(t) dt = —t-cos(t) +sin(t) + K,

En conclusion :

/c(m) dx = % /t -sin(t) dt = % [ =% - cos(2?) +sin(z®) | 4+ C.

e Ou directement par parties

On peut intégrer par parties la fonction f(z) = z?-[z - sin(z?)] en posant

u(z) =x* et v'(z) = z-sin(z?), don v(z) =2z et v(z) = —3 cos(a?):
/c(x) dx = /LEf EX si?(xQ)} dx = —% z? - cos(z?) +/a:-cos(:v2) dx ,

/c(w) dx = —% 2% - cos(x?) + % sin(z?) + C'.

2. Calculer les primitives des fonctions suivantes :

1

e Changement de variable

dx
On pose x = sinh(u) et on exprime —————— en fonction de wu :
() 221+ a2

V1+ 22 =cosh(u) et dx = cosh(u)du.

/ ! d / ! hud / ! d
——dx = ———— coshudu = | ——— du.
221 + 22 sinh? 4 cosh u sinh? u



EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I Corrigé 20

e Intégration

1 -1 cosh(u)
 du=— [ —du= —coth(w) + C = — C.
/SinhQ(u) " /Sinh2(u) " coth(u) + sinh(u) *

e Retour a la variable z

b) b(x) =a® (1 — 2% = W,

e Une méthode : intégration par parties.

blx)=z-2(1—2%)732, posonsu=2x et v =x (122732,

1
i

W=1¢et v=(1-2%)""2=

—arcsinz + C'.

frow - T [ f= - A=

e Une autre méthode : intégration par changement de variable.

Posons = =sint, te€]—5,7[. dr=-costdt.

/b(:v)das = /sith cost dt = /tan2tdt = /[(1+tan2t)—1] dt
) cosPt B B

/b(x)dx = %—arcsinx—l—C.

1—z

c) c(x) = Vidr — 22, D.= [0,4].

Le polynome 4x — 2% est réductible dans R[z], il est de la forme 1 —y?:

dr—2? = —(2® -4z +4)+4 = 4—(z—-2)* = 4 [1—(52)?]
—2
/\/4x—x2d$ = 2/ 1—(%2)2 dz, on pose xT:sint,

te [-3,%], xze€ [0,4], 1—(“”7_2)2:cost, dr =2 cost dt

/\/43:—952 dr = 2/cost(2 cost dt) = 4/cosztdt
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= 2/[COS(2t>+1] dt = sin(2t)+2t+C = 2sint cost +2t+ C'.

-2
/v4x—x2 dr = 2(962 )\/1—(’”7_2)2+2arcsin($7_2)—|—0,

-2
/\/4.7:—3:2 dx = x2 - Vdz — 22 + 2 arcsin(352) 4+ C'.

a) d(@:ﬁ, Di=]—o00,=5[U]—1, +o0[.

Le polynome x?+6x+5 est réductible dans R[x], il est de la forme 3*>—1:

1 1
d(x) = - = 2 :
(x+3)2—4 f(2£3)2 —1
Le changement de variable "naturel” consiste a poser IT*?’ =cosht, t>0.

Mais cosht € [1, +oo[, il faut donc distinguer les deux cas suivants :

. xTJ“Q’<—1 & x < —5; dansce cas, on pose T2 = —cosht, t>0.

xr=—2cosht—3, dr=—2sinht.

1
_ 2 _9 o — _dt = —
/d(x) dx = /sinht( 2 sinh ¢ dt) / dt t+C.

/d(m) dz = —argcosh (—%2) + C'.

e Z3>1 & 2>-1; danscecas,onpose Z3 =cosht, t>0.

xr=2cosht —3, dr=2sinht.

1
/d(x)dx :/Sirfht (2 sinht dt) :/dt = t+C = argcosh (%2) + C.

En résumé : /d(:v) dx = {

_ z(arccos z)? L
e) e(m)——m : D.=]-1,1].

Posons x =cost, t €]0, 7[. dr = —sintdt.
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2
/e(a:)d:v = /t .COSt(—sintdt) = —/t2 costdt.
sint

On integre t2 cost par parties en posant u =t? et v = cost.

/tf-cos(t) dt = t*-sin(t) — 2/t-sin(t) dt .

4

Et on integre ¢-sin(¢) par parties en posant u =1t et v’ =sin(t) :

/ﬁ : sinT(t) dt = —t-cos(t) + /cos(t) dt = —t-cos(t) +sin(t) + K .

D’ou /e(x)dm = —t*sint — 2t cost + 2 sint + C.

/e(az) dr = —+v/1— 22 (arccosz)? — 2z arccosz +2V1 — 22+ C'.

3. Déterminer, sur son domaine de définition, ’ensemble des primitives de la fonction
f définie par
r-lnx

f(ﬂ?):w-

e Domaine de définition de f

Di={zeR|[z>0 e 2°-1>0}=1]1, +oo].

e Changement de variable

x = cosht, x>1, t>0, (2 — 1) = sinht, dr = sinh t dt .
—(22111—961)3 dr = / cosh ’;iigfsh” sinhtdt = / ;ﬁ;i In(cosht) dt
e Intégration par parties
u' = Si%f;i , u = _sinlht et v =1In(cosht), v = :102?1:‘5 .
/ :;;;;i : ln(03sht) dt = —% + / Coiht dt |
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dt cosht cosh t
* / cosht / cosh? ¢ / 1+ sinh2¢ arctan(sinht) +
dt 2 ot
O 2w — o [~ @ — 2 arctan(eh) + O
! /Cosht /et_|_€—t /(et)2+1 arctan(e’) +

e Conclusion

zlnx
= +arctan VE2-1)+C
V( x2—1 \/

ou (en utilisant que arg sinh(z) = In(z + V22 + 1))

rInx Inz
= + 2arctan(z + vVa? — 1) +
V( :r2 —1)3 \/ (2% —
N.B. : les deux expressions sont différentes mais on peut vérifier qu’elles sont
égales a une constante pres. Ceci peut se faire en vérifiant que

(2arctan(x + Va2 — 1))

(arctan /(22 — 1)) =

4. Déterminer ’ensemble des primitives de la fonction f définie par

T - COST

1@ = T A s

Iy

re|—

B

e Intégration par parties

, cos T .
= v=+1+sinzx.
2v1+sinz

T - COSXT
—dx = z V1+sinx —/\/1+Sinx dx
/2\/1—|—sina:

e Intégration de /1 +sinx par changement de variable :

, 2, te|—1,1], x=arcsint, dx= )
3] I-1.1] Jiep

u=ux, u =1, v

MIE

sinx=t, x€]-—

/mm:/ﬁm:

e Conclusion

T COST
——dx = zV1+sine +2 V1 —sinx+C.
/2\/1+sinx
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5. Déterminer I’ensemble des primitives de la fonction f définie par

f(z) =Vider — e, r <In(4).

e Changement de variable : u=¢€*, we€]0,4]

/f(x)d$:/4+_lbzdu

1
u=¢e" = du=e'dr = dr=—du,
u

e Transformation

Vadu—u2=vVad—4+4u—u=/4—(u—2 (152)

e Changement de variable : “2 =sint, te]—

]

S
SIS

I

-2
u2 =sint = du=2costdt, 1—(“7_2)2200575, u=2sint+2,

sint +1

/m _2/\/ /cost

e Intégration

2t 1 —sin?t
Q/FL dt:Q/& dt:2/[1—sint]dt:2t+2cost—l—C.
sint + 1 sint+ 1

e Conclusion

/f(x)d$:2t+2 cost + C =2 arcsin (52) + Vdu—u?+ C,

/f )dx =2 arcsin (<52) + Vde* —e2 + C.




