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Corrigé 17

1. Etudier la courbe du plan I' définie ci-dessous, déterminer les points remarquables
et donner le tableau de variation, puis représenter graphiquement la courbe T
(échelle : 4 carrés / unité).

x(t) = =263+ 3t2 +2
y(t) = =263 +9t> — 12t + 3

e Domaine de définition : Dges = R, domaine d’étude I = [0, 2].

e Dérivées.
i(t) = —6t* + 6t = —6t (t — 1).
y(t)= -6+ 18t —12=—6(t*—3t+2)=—6(t — 1) (t — 2).

e Points remarquables.

0 a0) = - O
o En to =0, #(0)=0 et g(0)#0, t1—1>%1+ i 00

My (2, 3) est un point de I' a tangente verticale.

oEn tp =1, #(1)=0 et g(1)=0,

M, (3, —2) est un point stationnaire.

/(T
La pente de la tangente en M; est donnée par m; = lim & =—1.
t—1 :L‘(t)
7(2
o En t,=2, #(2)#0 et ¢(2)=0, %:

My (=2, —1) est un point de T' a tangente horizontale.

e Tableau de variation.

t 0 1 2
[ [
x(t) ? + (‘) -
| |
[ |
(1) -0+ 0
[ [
y(t) =‘5 ¢ —‘2 /! —‘1
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e Représentation graphique de T.
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2. Faire ’étude complete de la courbe paramétrée suivante :

x(t) = t* -2t
I 1+ ¢4
t2

Définition du domaine d’étude
e Soit Dgss le domaine de définition de la fonction vectorielle 7(¢) :
Dyt =D, N D, =RNR" =R".

La fonction vectorielle 7(t) est continue sur Dggs .

e 7(t) n’est ni périodique, ni paire ni impaire. Pas de restriction du domaine
d’étude.
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Limites aux points-frontiere de Dger.

Limites aux voisinages de —oo et de +oo.

lim z(t) =400 et lim y(t) = +oo.

t—+o0 t—+o0

Recherche d’une éventuelle asymptote oblique.

t 1+ ¢4
T 1 N . L A
t—+oo ,I'(t) t—+oo 12 (t2 — Qt)
: . 1+t . 128
Jim ()=o) = Jim | Zem - (2 -20] = i e = ke,

I' admet, aux voisinages de —oo et de +oo, deux branches paraboliques de
direction de pente m = 1.

Limites au voisinage de ¢ = 0.
%1_]% z(t)=0 et g}% y(t) = +o0.

I' admet, lorsque t — 0, une asymptote verticale d’équation = = 0.

Dérivées.
a(t) = 2t-2 = 2(-1), i)=0 & ¢=1
J(t) = 463 (17) — (1 4-t1) 2t _ 2(t*—1) _ 2(t+1)(t—1) (2 +1)

t t3 t3
yt)=0 & t=-1 ou t=1.

En t= -1, I' admet un point a tangente horizontale de coordonnées (3; 2).

En t=1, #(t)=0, T admet un point stationnaire de coordonnées (—1; 2).

/(¢
La pente de la tangente a I' en ce point est donnée par lim & :
t—1 $(t)
. 2
limg{(—t)zlim (t+DE+1) = 4.
t—1 @(t) t—1 t3
Tableau de variation.
t |—o0 —1 0 1 +00
{
x(t) — — — 0 +
x(t) N\ 3 N\ N 1 /!
400 0{|0 +00
y(t) — 0 + - 0 +
y(t) N 2 /! N2 /
400 \ +o00||+o0 | +oco
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A ce stade de I'étude de la courbe paramétrée, on peut faire une esquisse de la
représentation de la courbe I'. Celle-ci met en évidence 'existence d'un point
double.

Recherche du point double.
Soient t1,ty € Dges, t1 # ta, tels que (z(t1), y(t1)) = (z(t2), y(t2)) .

z(t) =x(ty) & -2, =13-2ty & (t1—ts)(t1+62—2)=0 & t;+ty=2.

y(t) =y(ts) = (+0)65=(1+0)1 < ((-6)HE-1)=0 < #HH5=1,

car t%-t%z(tl—f—tg)(tl—tg) :2(t1—t2)7é0, (tl %tg)

D’ou { :U(tl) = (tZ) PN { t1+t2 =2 ou { t1+t2 =2

t1t2 == —1 tltg == 1
L'unique solution est ;5 = 14+/2 qui correspond au point de coordonnées (1; 6).

Représentation graphique de la courbe TI'.
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On déduit du tracé de la courbe I' que le point stationnaire de coordonnées (—1; 2)
est un point de rebroussement dont la demi-tangente est de pente m = 4.
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3. On considere dans le plan, la courbe I' définie par

w={30)= (%) te®

a) Montrer que 'on peut restreindre le domaine d’étude de 7(t) & lintervalle
I=10,7%].

Indication : En plus de la parité et de la périodicité des fonctions coordonnées
de la fonction vectorielle 7(¢), tester I’évaluation des fonctions coordonnées

en

T™—t.

b) Faire I’étude de la courbe paramétrée sur I'intervalle I, puis en déduire le
tracé de la courbe TI'.

™

a) Restriction du domaine d’étude a l'intervalle I = [0, Z].

i)

ii)

iii)

2
Période de 7 (t) :
7(t) est de période T ssi 7(t+7T)=7(t) VteR.
La période de z(t) est T, =m, cellede y(t) est T, = 2.

La période T de 7(t) est le PPCM (plus petit multiple commun) de 7T,
et T,, dou T =27.

On peut donc restreindre I'étude de #(¢) a lintervalle [—m; 7].

Parité des fonctions coordonnées :

z(—t) =cos2(—t) =cos2t =x(t) VteR, x(t) est paire.

y(—t) =sin3(—t) = —sin3t = —y(t) VieR, y(t) est impaire.

La courbe I' est donc symétrique par rapport a l'axe Ox et on peut

restreindre 1’étude de 7(¢) a lintervalle [0; 7].

Evaluation en m —1t:

z(m—t) =cos2(m —1t)=cos2t =x(t) VteR,

y(m —t) =sin3(m —t) =sin3t =y(t) VteR.

En d’autres termes :  x(5 +t) =x(5 —t) et y(G+t)=y§F—1).
]

3
On peut donc restreindre I'étude de 7(t) a lintervalle [0; 7

FZ+t) =F(Z—t), tel0;Z].

b) Dérivées.

i)

Calcul de 7(¢)

' da ' ' dy - —2 sin(2¢t
(t) = = —2sin2t, g(t) = o 3cosdt, 7(t) = ( 3 cos((3t)) ) ’
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ii) Points remarquables.

e t =0: ' admet une tangente verticale en A (1,0).

o (= I' admet une tangente horizontale en B (3,1).

T .
G -
T .

e t =7 lepoint C(—1,—1) est un point stationnaire de I.

Soit m la pente de la tangente & I' en C(—1,—-1).
dy 3 .. cosdt 3 .. —3sindt 9

:1 —:——-1 :_—.l _— = -
m=0E i 2 tingl sin 2t 2 t1—>H% 2 cos 2t 4

c) Tableau de variation.

t [0 :
W1 N 12 N -1
w0 1N
d) Représentation graphique.
)/A t=n/6
T
\\ t=mn/4 /f// \\
\/ \
\ 1/
/
! //<t=n/3 o) t=0-1 > X
/N
AN
/ \ /
/ AN /
/ N /
/ 4 /
t=n/2{/ -1 ~ 7
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4. Soit ' I'arc paramétré défini par

L z(t) = sin(t) 4 cos®(t) LeR.
y(t) = cos(t) [ 1 + sin(t) |

a) Montrer qu'on peut restreindre I'étude de I' a l'intervalle [-7, 7].

b) Faire I’étude complete de l'arc paramétré I', puis le représenter dans un
systeme d’axes orthonormé d’unité 8 carrés.

a) Les deux fonctions coordonnées x(t) et y(f) sont 2m-périodiques. On peut
donc restreindre ’étude de ’arc I' a un intervalle de longueur 7' = 27.

D’autre part z(¢) et y(tf) ne sont ni paires ni impaires, mais en les évaluant
en m—t, on vérifie que

z(m —t) = sin(m — t) + cos®(7 — t) = sin(t) + cos*(t) = z(t)
et  y(m—t)=cos(m—1t)[1l+sin(mr —1t)] =—cos(t)[1+sin(t)] = —y(t).

En d’autres termes :

z(2—t)=xz(Z+1) et y(E-t)=-y(3+1t), VieR.
Donc si ¢t et u sont symétriques par rapport a 7, on déduit M(u) par
rapport a M(t) par symétrie d’axe Ozx.

On choisit donc comme intervalle de longueur T = 27, lintervalle [—Z, 2]
(symétrique par rapport a 7) et on le restreint a I'intervalle [-5, 7].

b) Etude de I'arc paramétré I' sur l'intervalle [-7, 7].
e Points frontieres du domaine d’étude
o (—%) =—-1, vy (—7—2r) =0, M (—g) a pour coordonnées (—1, 0),

o (g) =1, vy (g) =0, M (g) a pour coordonnées (1, 0).

o Dérivées

o & (t) = cos(t) — 2 cos(t) sin(t) = cos(t) [1 — 2 sin(t) |,

‘ cos(t) =0 ou t=-% ou

T(t)=0 _ L L

te [-% 1] & sin(t) = 5 & =73 ou
te -5, 3] =3
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Signe de @ (t) :

e :
cos(t) 6 + + 6
1 — 2 sin(t) + 0 -
() \ " 6 - \

o ¢ (t) = —sin(t)[1 +sin(t)] + cos?(t) = —2 sin*(¢) — sin(t) + 1,

y(t) =[sin(t) +1][1 — 2 sin(t)] .

. sin(t) = -1 ou
y(t)=0 . 1 t=—35 ou
I sin(t) = 5 & -
t 6 [_5 ? 5] s ™ t = g
te -3, 3]
Signe de g () :
e :
N
sin(t)+1 | 0 + +
1 — 2 sin(t) + -
|
N
y(t) 0 + 0 -
e Points remarquables
oEn t= -7, M(-1,0) est un point stationnaire. La pente de la

tangente est donnée par
/(T in(t 1 t
lim _y( ) = lim —sm( )+ B im ——COS( )

t——7 l’(t) t——% COS(t) t——3 sin(t)

=0.
C’est un point a tangente horizontale.

oEn t =%, M(%,%g) est un point stationnaire. La pente de la
tangente est donnée par

gty . sin(t)+1 3
tl—>I% x(t) iy cos(t) \/Tg V3

ol

C’est un point & tangente oblique de pente m = /3 = tg (%)

, M(1,0) est un point a tangente verticale, car #(3) =0
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e Tableau de variation

s :
[ [ [
ol - 4 -
[ [ |
x(t) _Il N 5{4 Ny 1
I |
y(t) (l) + (l) -
[ [
y(t) | 0 / % N0
I I
e Représentation de 'arc T’
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