EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I Corrigé 16

Corrigé 16

1. Pour chacune des courbes définies ci-dessous, rechercher les éléments de symétrie
déductibles de la parité des fonctions coordonnées.

z(t) = 3t—1t° z(t) = e 'cost
2 {50 % ) {0 =

282 (#2-1)
z(t) = sint o) = “Eop

b) (t) _ cos?t d) 3
Y ~  2—cost y(t) = (t24+—tl)2

a) On teste la parité des fonctions coordonnées z(t) et y(t) :
o x(t)=3t—1t*, x(—t)=-3t+t>=—x(t), z(t) est donc impaire,
o y(t)=vt, y(—t)=—t=—Vt=—y(t), y(t) est donc impaire.

On en déduit que la courbe T' est symétrique par rapport a l'origine O.

! M(t
y(t) o-------- < "
z(—t) i N
i 0 (t)
bommnooo- y(—1)

b) On teste la parité des fonctions coordonnées z(t) et y(t) :

o x(t)=sint, x(—t)=—sint=—z(t), x(t) est donc impaire,

cos?t cos?t

o y(t) y(—t) y(t), y(t) est donc paire.

T 2 _cost’ T 2 _cost

On en déduit que la courbe T' est symétrique par rapport a 'axe Oy .
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c¢) On teste la parité des fonctions coordonnées z(t) et y(t) :

e z(t) = e 'cost, x(—t) = et cos(—t) = et cost,

la fonction z(t) n’est ni paire ni impaire, on peut donc déja en déduire
que la courbe I' ne possede pas de symétrie déductible de la parité des
fonctions coordonnées,

e y(t) = e 'sint, y(—t) = ettsin(—t) = —ettsint,

la fonction y(f) n’est ni paire ni impaire.

d) On teste la parité des fonctions coordonnées z(t) et y(t) :

2% (12 — 1) 2% (12 — 1) ,
[} I‘(t) = W, .T(—t) = w = l’(t), x(t) est donc paire,
4¢3 443

. y(t):<

m, y(-t) = —m = —y(t), y(t) est donc impaire.

On en déduit que la courbe I' est symétrique par rapport a 'axe Ox .

Y
y(t) g-------- < Mo
O al)=a(-1)
A M)
2. Soit I' la courbe définie par { ;g)) : 7}2__75; teR.

Calculer I'équation cartésienne de la tangente a la courbe I' passant par le point
P(4;-8) ¢T.

e Equation de la tangente & I' en T (z(to), y(to)) -

d
y—1y(te) = m(x—z(ty)), avec m=Y
dx |,
e Calcul de la pente m.
d j(t t?— 2t t—2 d to — 2
_y:y():?) 7:3 ;t#ov m:_y :30 .
dx x(t) 2t 2 dz |, 2
e Equation de la tangente a I' en T'.
3ty — 2
y+td—12 = 2T (p42-1).
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e La tangente a I' en T passe par le point P.

3ty — 2
yp+to—to °

(xp+ti—1) o —8+ti—t2 = (4+t2-1)

& th+9t+10=0 & (to+1D)(t—te+10)=0 <& to=-—1.

e Equation de la tangente a I' issue de P.
>
to=—1 = T(0,2) et m=—=.

2
D’ou I’équation de la tangente cherchée :

5
y—2=——x <& dr+2y—4=0.

2
emarque : en t =0, la pente W =g est pas définie. Le point (z(0),y(0)) =
T

(1,0) est un point stationnaire dont la pente se calcule comme

L’équation de la tangente dans le point (1 0) est alors donnée par
t:y=—-x+1

et on observe que le point P ¢ t.

3. On considere la courbe I' décrite ci-dessous paramétriquement :

J;(t) — ;
r- V2t —3
2

V2t =3

Déterminer les équations cartésiennes des normales a [' passant par 1’origine.
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Notons T'(xg,yo) un point de I" dont est issue une normale cherchée. Ce point est
atteint pour un valeur ¢, du parametre a déterminer.

L’équation de la normale s’écrit

y—yozm(x—xo).

e Domaine de définition :  Dggs =| %, +oo

o T'cl:
to 2
= t = —— = t ey ———
oy IL“(O) m Yo y(O) m
r(t
oPentedelanormaleéfenT:m:—gfn< 0)
y(to)
Dérivées :
2
a) — — VA A o3
2t —3 (2t — 3)2
2
) = 2(=4H(2t—-3)3.2=—— "
i) = 2A-Hee-3 T

La pente de la normale en T s’écrit donc

to—3
m = .

2

e Lanormale passant par l'origine, le point (0, 0) vérifie '’équation de la normale :

Yo = Mo
2 to—3 1o
Vot —3 2 2% -3

Comme —1 & Dy, la seule valeur du parametre est
to=4.

e Equation de la normale : avec

4 2
il vient
2 1 ( 4 )
—_—_— = = €r — —
TV 2T A
ou encore T
Y= 9
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4. a) Pour la courbe paramétrée suivante, déterminer le point stationnaire et la

tangente en ce point.

M (x,y) est un point stationnaire de I' en t = t, si et seulement si @ (ty) =0

L) = 20(1—2t)+262 =22 4+2t  —2(t—1)
PO = —aTonr T oo T o

t(t)=0 < t=0 ou t=1.

(1) = 32 (1—2t)+ 263 —43+3t2  —i* (4t — 3)
YT T o T im0 T (12

3

I' admet en ty5 =0 un point stationnaire : c’est 1'origine.

7 (t
La pente de la tangente en ce point est donnée par lim M .
t—0 T (t)
j(t —t* (4t — 3 t(4t—3
im 20 _ ( ) _ i B ) _ 0o

— = lim ——— = lim ——=
t—0 & (t) t—=0 —2t(t—1) t—0 2(t—1)
I' admet donc a l'origine un point stationnaire a tangente horizontale (y = 0).

Remarque :

En ¢t =0, 2(t) change de signe et g (t) garde un signe constant.

Donc le point stationnaire est un point de rebroussement et la tangente est en
fait une demi-tangente horizontale.

Pour la courbe paramétrée suivante, déterminer les asymptotes, les tangentes
horizontales et verticales :

4
t) = 4+ —
I: o) +t—1

16
) = 22— —
y(t) g

e Asymptotes

Limites aux points frontieres de Dger = R\ {1}.
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* Limites aux voisinages de —oo et de +oo.

lim x(t) =400, lim y(t) = +o0.

t—*+oo t—=o0

Recherche d’une éventuelle asymptote oblique.

(1) 2t3 — 2t — 16

tngcnoo % - tngcnoo t3 — t2 —I— 4 - 2 ’
. . 24
Jm [y =20(0) = i —=5 = 0.

I' admet, lorsque t — +o0, une asymptote oblique d’équation y = 2.

x Limites au voisinage de t=1.

lim x(t) = —o0, lim y(t) = 400
t—1— t—1—

li t) = li t) = —
Jm w(t)=oo, - lim y(t) = —oo

Recherche d’une éventuelle asymptote oblique.

t 2t3 — 2t — 16
g Y oy, 22006
t—1 t) t—1 t3—t24+4

. _ . 2 _
lim ly(t) +4x(t)] = lim 6£° = 6.

I' admet, lorsque t — 1, une asymptote oblique : y = —4x 4+ 6.

e Tangentes horizontales et verticales

_ 4 283 =22+t —-2) 2(t—2)(t*+1)
HA e e e e N () E
o 16 4 —22+t+4) 4(t+1)(#*—3t+4)
A () (I Ve
it)=0 o t=2, gt =0 & t=-1.

« Lorsque t=—1, g(t) =0 et &(t) #0, I' admet en (—1; 10) une
tangente horizontale d’équation y = 10.

« Lorsque t =2, (t) =0 et y(t) #0, I' admet en (8; —8) une
tangente verticale d’équation = = 8.

5. Déterminer les parametres réels a et b pour que la droite d : 9z +3y+4 =0
soit une asymptote oblique de la courbe I :
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(t—a)(t—0)

~
no

~
|

Pour que la courbe T' admette une asymptote oblique, il est nécessaire que x(t) et
y(t) tendent simultanément vers I'infini (condition nécessaire mais non suffisante).

Limite aux points frontieres de Dger = R\ {a, b} :

e lorsque t — +oo, z(t) — 1 et y(t) — *oo, la courbe I' admet une
asymptote verticale d’équation x =1,

e lorsque t — a, (a #b), z(t) = oo et y(t) — aa_—Qb’ la courbe I' admet
2

|g

une asymptote horizontale d’équation y = ,

o

a—

e lorsque t — b, z(t) = oo et y(t) — +oo, la courbe T' admet peut-étre
une asymptote oblique.

La condition n’est remplie que lorsque ¢ tend vers b.

La courbe I' admet, lorsque ¢ tend vers b, la droite d: y= —3x — 3 comme

asymptote oblique si et seulement si

(t) _ 4
lim o) 3 et 11_1}1; [y(t) +3z(t)] = 3
t
limﬁz—B < lim(t—a)=-3 < b—a=-3 & a=b+3.
t—b x(t) t—b
t2 32 2 (t—b—3)+ 3¢t
li t)+3x(t)| =1 = li
lim [y(t) +32(t)] = lim P—b  —b=3)(—=0b)] % (t—b=3)(—0)
Cgim —t = 2% Done i [y +330)] = -2 & b= 42
e t—b—3 3 one ity v 3 a )

Ce probleme admet deux solutions :  (a, b) =(1,-2) ou (a,b)=(5,2).

6. On considere dans le plan, la courbe I' définie par

213

2 —1

a) Etudier les branches infinies de la courbe T'.
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b) Déterminer le point stationnaire de I' et sa tangente.

Faire I'esquisse locale de la courbe I' au voisinage de ce point.
En quoi ce point est-il remarquable ?

a) Limites aux points frontieres du domaine de définition Dger =R — {—1, 1}.

ot — oo : lim x(t) = 400, lim y(t) = +oo.

t—=+o0 t—+oo

Recherche d’une éventuelle asymptote oblique.

y(t) : | . ¢ 1
im =< = . = lim —— = —,
t—=4o0 fI?(t) t—=4o0 t2 -1 2t3 t—+oo 2 (t -+ 1) 2
th—t3(t+1) —t3
; _1 — i R ST/ —

La courbe I' admet, lorsque t — 4+o0o deux branches paraboliques de
direction de pente m = % .

ot — —1: lim z(t) =1, lim y(t) = Foo.

t——1 t——17%

La courbe I' admet, lorsque t — —1 une asymptote verticale : x =1.

ot —1: lim z(t) = +o0, lim y(t) = £o0.

t—1* t—1t

Recherche d'une éventuelle asymptote oblique.

oyt t 1
lim = = lim ——— = —,
t—1 x(t) t—1 2(t+1) 4

20 — 3 (t+ 1) t3 1
. it _ 1 _ T v _ Z
lim [y(t) — 3 2(0)] = lim = 2 —1) 5 t+r1) 4

La courbe I' admet, lorsque ¢ — 1 une asymptote oblique : y = }l (x+1).

b) Recherche du point stationnaire de I'.

(1) — 602 (t—1)—2t>  4°—6t> 2% (2t — 3)
A T Ve s | (S VE

AP -1 —tt(2t) 20 -4 288 (12 —2)
W T wor T e

(t) et y(t) sont simultanément nuls si et seulement si ¢ = 0. L’unique
point stationnaire de I' est 'origine O.

/(t
La pente de la tangente en ce point est donnée par lim & .
t—0 :U(t)
j(t 26° (2 — 2 t—1)? t(t* —2
) (-2 (-1 -2

— : —
50 (1) | 0 (2102 22(2A—3) 190 (¢4 1)2(2f —3)
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La courbe I' admet a l’origine une tangente horizontale.

Variation locale et esquisse de I' au voisinage de O .

t 0 yT
{ = =X
w T TN
i t>0 t<0
y(t) + 0 - X(t) décroissant X(t) décroissant
| y(t) décroissant y(t) croissant

Le point stationnaire de I' est un point a tangente horizontale.

7. On considere dans le plan la courbe paramétrée :

ey =2+
I': {y(t):2t2+at—t% acR.

a) Pour quelle(s) valeur(s) de a € R, la courbe paramétrée I' possede-t-elle un
point stationnaire ?

Déterminer alors 1’équation cartésienne de la tangente en ce point.

b) On pose a =4. Etudier les branches infinies de T

t

(
(

stationnaire en t =ty si et seulement si 7"(to) = 0.

e O 24 2t

m(t) = ( () ) - ( Mta+2k ) ‘
t(tg) =0 < to = —1, donc I' admet un point stationnaire en tq si et
seulement si tp=—1 et y(—1)=0:

~—

a) La courbe paramétrée T' définie par 7(t) = ( ) possede un point

< 8
~

y(-1)=0 & —44+a—-2=0 < a=6.
I' admet un point stationnaire si et seulement si a = 6.
Ce point est atteint en t = —1 et 7(—1) = ( :é ) :

L’équation de la tangente d a I' en ce point s’écrit :

d: y—y(to) =m(x—z(ty))
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/(¢

ol la pente de la tangente est donnée par m = lim w .
t—to I(t)

LM+ 6+25 At 6t 2 (L) (48 262 -2t 4+ 2)
m= lim ———— = lim ————— = lim
t——1 2+ 2t t—=—1 213 (1 +1t) t——1 263 (14 t)
483 + 2t* — 2t + 2
m = lim (4 + +2) =—1
t——1 2t3

D’ou I’équation cartésienne de d: z+y+6=0.

B o [z 2t + 12 o
b) On pose a=4. r(t)_(y(t))_<2t2+4t—tl2>’ Dges = R*.

e Lorsque t tend vers 0.

1
. L _ : _ 2 I
lim x(t)—lg%t@—l—t)—o, lim y(t)—ll_{% (Zt + 4t t2) 0.

t—0 t—0

La courbe I' admet, lorsque ¢t tend vers 0, une asymptote verticale
d’équation xz =0.

e Lorsque t tend vers Zoo0.

: : : 2t 44 -1
Recherche d’une éventuelle asymptote oblique.
, (t) 2ttt 43 -1 _2t!
lim == lm — = lim — =2.
t—+oo ;L'(t) t—+oo 13 (2 -+ t) todtoo t4
, A -1 283 (24 1) - 1
i [4(0) = 22(0) = i z = im0

La courbe I' admet, lorsque t tend vers +oo, une asymptote oblique
d’équation y = 2x.




