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Corrigé 15

. Déterminer, si elle existe, la limite des fonctions suivantes en x = x.

1— 322+ 223
a) a(x):%, xg=1 e) e(x) =sin(z) -In(z), x=0, >0
—z+Inx
a® — e* sinh?(z)
b) b(z) = 20 =0 f) f(x) = [tanh(m)] , T — 400
x
T ; 2
) ela) =T, w0=0 9 o) = |27 a0
@ x
d) d(x) : -
T) = T — —00
In [3z 4 cosh(2z)]
1 — 3z% + 223
a) lim ST e est une forme indéterminée de type ” %”.

=1 1l—z+lnzx

On leve l'indétermination a 'aide de la regle de Bernoulli-I’'Hopital.

. 1-32>+22% gu ., —6br+62> | —62%(x—1)

lim ——m—— = lim ————=1lm ———F— = —6.

z—=1 1—x+Inz z—1 —1—}-5 z—1 x—1

. a® — e” . , s 9 09
b) lim est une forme indéterminée de type ”g”.

x—0 x

x x x Ina x x Ina x
a* —e e —e In(a) - e —e
lim =lim —— % iy (@) =In(a) — 1.
x—0 X x—0 €T x—0 1

c) e Limite de c¢(z) lorsque x — 0*

. x .1 ., . 1
lim — n’est pas une forme indéterminée, car lim e* = +00.

z—0t e% " z—07+
z—0t e%

e Limite de c¢(x) lorsque = — 0~

» 0»

. 1
o, car lim e= =0.

z—0~

lim — est une forme indéterminée de type
z—0" ez

o Premiere tentative

» 0»

On leve I'indétermination de type "

de I’'Hopital.

a l'aide de la regle de Bernoulli-
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d)

3 09

On a toujours une indétermination de type ”§”. L’expression obtenue
en appliquant la regle de Bernoulli-de I’'Hopital est méme pire que
I’expression initiale. Il faut essayer autre chose.

o Deuxiéme tentative

On se ramene a une forme indéterminée de type 727 :
z e~ s e ez
lim — = lim — 2 )i —13”2 = — lim = —00.
z—0" ez z—0~ b z—0~ 2z z—0~
2x —2x 2x 4x
e“r te 6r e +e™ + 1
3r +cosh(22) =3z + ———— = > — 40
2 2 T——00
T 1
car lim ze* = lim — 2 lim —— =0.
T——00 T —00 2% To—00 —Qe—2x
x
Donc  lim est une forme indéterminée de type 77
z——oo In [3z + cosh(2x)] o0
x 3z + cosh(2x
lim By, S+ cosh(2) (F.I de type ”%7)

e——co In [3z + cosh(2z)] z——o0 3+ 2 sinh(2x)

BH . 3 4 2 sinh(2x)
= lim
o——oo 4 cosh(2x)

(F.I. de type "227)

BH . 4 cosh(2z) 1 . 1 1
= lim —————~=—-- 1 - =
ez——oco 8 sinh(2x) 2 @—-oc tanh(2z) 2
lim, sinz) - In(z) "2 lim o -dn(@) = i 3% % Gm 0.
z—0t x—0t r—0+ i 20+ _xiz

Continuité de la fonction exponentielle :

. inh2(2) - Inl tanh(z
= hrll esinhQ(z).ln[tanh(m)] _ eafgr-il-loos h#(x) -1 [ta h( )]
T—r+00

lim [tanh(a:) } e

T—-+00

car la fonction exponentielle est continue.

Forme indéterminée :

lim sinh?(x) - In[tanh(z)] est une forme indéterminée "oo- 0", car
r—+00

lim sinh(z) =400, lim tanh(z) =41 et la fonction In est continue.
r——+00 r—+00

Pour pouvoir utiliser la regle de Bernoulli-de ’'Hospital, il faut se ramener a

une forme indéterminée de type ” %” ou 77
o0

Limite de f(z) lorsque x — +o0:

» 09

On se ramene a une forme indéterminée de type 7§

regle de Bernoulli-de 1’'Hospital.

pour pouvoir utiliser la
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In [tanh
lim sinh®(z) - In[tanh(z)] = lim [ arll ()]
TFoo rrteo sinh?(z)
I T
B:H lim tanh(ml) cosh”(x)
oo =2+ s cosh(x)
_ 1 1 sinh?® ()
= lim —=-— :
z—+oo 2 sinh(z) - cosh(z) cosh(x)
1 h?
_ b sin 2(:1;)
2 z—+oo cosh”(z)
1

~3 wl_l}r_{loo tanh?(z)
B 1

5
On en déduit donc que lim

sinh?(z) 1
[tanh(m)] =2 = —
r——+00 \/E
sin x| =2 Ly In(32E)
) o) = |T2E| T =

1
Calculons lim

sin L .
— -In , c’est une forme indéterminée de type ” 8”.
z—0 12
hl sin x BH z Lz cosx;sin:p T T COST — sin T
lim I = lim 2L z = lim — - lim
z—0 g2 z—0 2T z—0 sinx z—0 23
T cosx —sinx C 1 .,
im est une forme indéterminée de type ” %”.
x—0 2333
T CoST —SINT BH (cosx — x sinx) — cosx 1 .. sinx
im lim = ——"lim
=0 a3 z—0 622 6 20
1 sin 1 sin
Donc lim — -In =—— car lim =1.
z—0 2 T 6 =0
. _1
Et lim g(z)=e"5
x—0

car la fonction exponentielle est continue

2. On considere la fonction g définie par

o) = In [cosh(z) ]

~ , n € N*,
T
continuité en £ =07

Pour quelles valeurs du parametre n € N* la fonction ¢ est-elle prolongeable par

La fonction g est prolongeable par continuité en z = 0 si et seulement si lim g(x)
existe (est finie).
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est une forme indéterminée de type 7 27, car

Vnen, lim mleosh@)] 0

z—0 xn

lir% cosh(z) = 1 et la fonction In est continue.
T

1 .
In [ cosh oo - Sinh(z) tanh
lim In[cosh()] A iy coshle) = lim ) (:1:’)’ n € N*.
z—0 zm z—0 ngn1 z—=0 nxnl

Pour déterminer cette limite en fonction de n € N*, il faut distinguer deux cas
selon que n =1 (dénominateur constant non nul) ou n > 1 (dénominateur qui
tend vers 0) :

tanh
esin=1, g(x):%@):tanh(x), liII(l) g(x) =0,
z—
77977‘

esi n>2, lim g(z) estune forme indéterminée de type 7§

z—0
. . tanh(x) BH ,. cosh?(z)
ilg(l) 9(x) = ilir(l) nan—l lgr(l) n(n—1)yzn2"

De méme ici, il faut distinguer deux cas selon que n = 2 (dénominateur
constant non nul) ou n > 2 (dénominateur qui tend vers 0) :

1
. . . T cosh?(x) _1
osi n=2, i%g(x)—ilg%—Q =3
1
osi m>2, lim g(z) = lim e
z—0 =0 n(n—1)an2

La fonction ¢ est donc prolongeable par continuité en x = 0 si et seulement si
n=1ou n=2.

3. Faire I’étude complete des fonctions données dans I'exercice 4 de la série 13.

a) a(x) =x+V1—=x, ¢) c(z) = Va2 -z,

r—1
b) b(z) = x+1‘a d) d(z) = Va3 — 622 + 9z,
a) a(r) =x++V1—x, D,=]—-00,1], a estcontinuesur D,.
Etude des branches infinies.
1 1
lim a(z) = lim z++vV1—2z = lim x(l— —2——> = —00.
T——00 T——00 T——00 €T T
Recherche d’une éventuelle asymptote oblique.
1 1
lim @: Iim 1—y/—=—-——- =1, e lim [a(x)—2] = 400.

T——00 X T——00 2 x T——00
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Le graphe de a admet donc au voisinage de —oo une branche parabolique
de direction de pente m =1.

Tableau de variation de la fonction « :

r  |—00 3/4 1
a(x) + 0 - B

| |

a(z) N v 5‘/4 N ‘1

Représentation graphique de la fonction a :

\A
)

Y
=

///
/
r—1 .
b) b(z) = 1l Dy=R—{—=1}, b est continue sur Dj.
x

Etude des branches infinies.

—1
e lim b(z) = lim :v =1
z—+o0 z—+oo 4+ 1

Le graphe de b admet aux voisinages de —oo et de +oo une asymptote
horizontale d’équation y =1.

r—1

e lim b(z) = lim
r+1

r——1 rz——1

’:—f—oo.

Le graphe de b admet une asymptote verticale en =z = —1.
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Tableau de variation de la fonction b :

r |- —1 1 400
V(x) + — +
=l
b(x) S N 0 /
1 +oo || t+oo \ 1

Représentation graphique de la fonction b :

YA
// \
» \
— \
\
\
1
\\ —
\\ = — 1|
> X
AP !

¢) clx) = Va2 -z, D.=R, ¢ estcontinue sur R.

Etude des branches infinies.

1
lim c(z) = lim Va2— Yz = lim v3x2<1—<’/j> = +00.
x

r—+o00 r—+00 r—F00

Recherche d’une éventuelle asymptote oblique.

c(x)

Va? =3 1 1
im @) o, YESVE g (i/j—{'/—> - 0.
r—+o00 x xr—=+o0 x r—+o0 €T .732

Le graphe de ¢ admet donc aux voisinages de —oo et de +oo deux branches
paraboliques de direction horizontale.

Tableau de variation de la fonction c.

r |—o0 0 1/8 +0o0
|
d(x) - - 0 +
|
c(x) pN 0 N -1 /
+oo | | +o00
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Représentation graphique de la fonction c :

YA

Y
i

d) d(z) = Va3 — 622 + 9z, Dy=R, d estcontinue sur R.
Etude des branches infinies.
. 3 5 6 9
St 2#0, dx) = Va3 —622492 = z (/1 ——+ —.

Dou lim d(z) = —oo, lim d(z) = 4o0.
T——00 T—+00

Recherche d’une éventuelle asymptote oblique.

d 6 9
i ) g o609
r—to0 x r—Foo T ZL'2

lim [d(z)—z] = lim (M—x)

r—+o0 r—+o0

: (2% — 622 + 9x) — 2?
z—rto0 {’/(a:3 — 622 4+ 97)2 + x v/2? — 622 + 9z + 22

i 322 (<24 %) )
= 11m - —4.
TIES g2 [€/(1—§+%)2+€/l—§+§2+1

x
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Le graphe de d admet aux voisinages de —oo et de 400 une asymptote
oblique d’équation y =x — 2.

Tableau de variation de la fonction d.

T |—00 0 1 3 +00
|
d'(zx) + + 0 — +
—i—oo‘—l—oo i —oo‘—i—oo
@ | 0w N 0
Représentation graphique de la fonction d :
YA //
/
//
/
\ /7 ‘/
VAR N
/
> X
Of 1 3

4. On considere la fonction f définie par

2

X . ™
m} S1 I 7é -1 et f(—l) =

f(z) = arctan [ 3

Faire 1’étude complete de la fonction f.

Caractériser les points remarquables et représenter le graphe de f dans un systeme
d’axes cartésien d’'unité 2 cm (4 carrés).

Domaine de définition de f: Dy =R.
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Domaine de définition de y = arctan [9”—] . D, =R\ {-1}.

4 (z+1)

Etude des limites aux points frontieres de D, .

) ™
Am J@) =3
Le graphe de f admet au voisinage de
d’équation y = —7.
T
li =4=
Am f(@) =5,

Le graphe de f admet au voisinage de
d’équation y = +7 .

™

lim f(z)=—=

et
r——1— 2

lim f(x)

z——11

en ce point.

Expression de la dérivée de f pour x # —1.

—o0 une asymptote horizontale

400 une asymptote horizontale

La fonction f n’est pas continue en xg = —

1, mais elle est continue a droite

o] s
1oy 4(a+1) o A@En? T (T + I
f(z) = 2 12 6@ttt TG (p 4 1)2 4 ot Dp =R —{-1}.
1+ Izt 16 (z+1)?2
La fonction f n’est pas dérivable en xy = —1, plus précisément :
e lim f'(z)=-4,
r——1"
dans un voisinage a gauche de xqg = —1, lorsque x tend vers —1, la pente

de la tangente au graphe de f tend vers la valeur —4.

o lim fi(x)=—4=[(-17),
r——17+
la fonction f est dérivable a droite en xy = —1. Le graphe de f admet en
(=1, %) une demi-tangente a droite de pente m = —4.
Signe de la dérivée. f’(z) s’annuleen z=-2 ou x=0.
x ‘—oo -2 -1 0 —i—oo‘
{ {
f'(z) + 0 - — 0 +
| || |

Points remarquables.

e Le point de coordonnées (-2, —%) est un maximum a tangente horizontale.

Le point de coordonnées (—1, 7) est un maximum dont la demi-tangente a

droite est de pente m = —4.

e Le point de coordonnées (0, 0) est un minimum a tangente horizontale.
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Tableau de variation.

r |—00 —2 —1 0 400
{ {
f'(x) + 0 — — 0 +
| T |
f(z) /! —/4 N +7/2 N0 /
—m/2 ‘ —7/2 ‘ +m/2 ‘ +7/2
Représentation graphique.
Y
}\\ /
: : . x
—2 =1V 1




