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Corrigé 13

1. A Taide d’une feuille de carton carrée de c6té a, on construit une boite rectangulaire
ouverte en découpant des carrés sur les angles et en pliant les rebords du domaine
ainsi obtenu.

Comment faut-il couper la feuille pour que le volume de la boite soit maximum 7

Figure d’étude.

h a—2h

a—2h
Expression du volume V de la boite en fonction de la variable A :
V(h) = h(a — 2h)?,
avec h >0 ettelque a—2h >0, dou: he]0, g[.
Etude du signe de la dérivée de V' par rapport a h sur l'intervalle |0, 5 :
V'(h) = (a—2h)?*+nh[2(a—2h) (=2)] = (a—2h) [ (a—2h) —4h] = (a—2h) (a—6h).

On peut ordonner les deux zéros de V'(h) car a est positif : § < 3,

ho|o a a
[ [
vyl 0 -0

La fonction V'(h) est croissante & gauche de § et décroissante a droite. Le volume

V' de la boite est maximum lorsque h = ¢ .
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2. On considere le trapeze isocele décrit ci-
contre et défini par les grandeurs a > 0

et ac [0, 7]

La valeur de a est fixe, mais « est
variable.

Pour quelle valeur de o« I'aire du trapeze
est-elle maximale 7

e Expression de l'aire A du trapeze en fonction de la variable «

L’aire A du trapeze vaut

A=a-b+b-c, avec b=ua-cos(a) et c¢=a-sin(a),
Aa) = a* - cos(@) + a® - cos(a) - sin(a) = a® [cos(a) + 3 sin(2a) ]

e Extremum de la fonction A(«)

On recherche les changements de signe de la dérivée de A par rapport a «
sur [0, Z[:

A'(a) = a® [cos(a) + 1 sin(2a) ]/ = a? [~ sin(a) + cos(2a)].

La fonction A’(cr) est continue. Si elle change de signe sur U'intervalle [0, 7 [,
c’est en passant par 0 :

Ala)=0 <& sin(a) =cos(2a) < cos(5 — a) = cos(2w)

& g—a212a+2k57r, kel < a:%.

™

La fonction dérivée A’(a) s’annule en o = Z en passant des positifs (A'(0) =

a®) aux négatifs (A'(3) = —a®).

=

s

La fonction A(a) est donc croissante a gauche de o = ¢ et décroissante a

droite.

L’aire A du trapeze est maximale lorsque o = %.
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3. Une personne située en A, au bord d’un bassin C
circulaire de rayon R, veut rejoindre le point B
diamétralement opposé.
Pour ce faire, elle nage en ligne droite jusqu’au point C', .
puis court le long du bassin jusqu’au point B. A o
Sachant que sa vitesse dans 'eau est de v, =2 m/s et
que sa vitesse sur le sol est de vy = 4 m/s, déterminer
la stratégie qui minimise son temps de parcours.

On repere le point C' a l'aide de 'angle a = B/O\C’, a € [0, 7] et on cherche a
déterminer le temps de parcours t en fonction de «.

Pour cela, on distingue le temps t. passé a nager dans I’'eau et le temps t, passé
a courir sur le sol :

t=1,+1,.
ove:AO & te:AO, avec A—C:Rsin(%):Rcos(%).
Le Ve 2
_QRCOS(%)
=T
ovs:(BC> & ts:(BC), avec (BC)=a-R. ts:a 1t
ts Vs Vs
2Rcos (%) a-R oy R R N
t=t.+t; = o 2/ 4 o :Rcos(§)+T:Z[4cos(§)+a}.
Recherche des extrema de t(«) sur lintervalle [0, 7] :
t’(a)zg[—2sin(%)+l], t'(a)=0 <& sin(%):% & a:%.
« ‘ 0 z T
N
t'(a) + ? -

R
e o == correspond au temps maximum : ¢ (%) =7 [2\/34- %] ~1,12-R.

3
e Le temps minimum est donc atteint en o« =0 ouen a = 7. On compare
ces deux valeurs :
t(0) =R et t(r)=—"R, on a donc t(m) < (0).

La stratégie qui minimise le temps de parcours consiste donc a rester au sec et
a courir le long du bassin jusqu’au point B.
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4. Déterminer les extrema des fonctions suivantes.

a) a(z) =z+vV1—x, ¢) c(z) = Va2 -z,

x—1
b) b(x) = , — 3 _ G2
) b(x) a:—i—l' d) d(x) 3 — 622 4 9z |
a) a(v) =z +vV1—x, D,=]—-00,1], a estcontinue sur D,.

, 1 2V/1—-x2 -1 3 —4x
ax) =1

21—z 2V1i-z  2VI—z(2VI—-z+1)
Da/:]—OO,l[.

e Bornede D, .

En z =1 la fonction a est définie, mais n’est pas dérivable.

Or lim d(z)=—o0.
z—1—

Donc le graphe de a admet en x = 1 un minimum a demi-tangente
verticale.

e Point du graphe de a a tangente horizontale.
d(z)=0 & z=3 et sgnd(zr)=sgn(3—4z) Ve Dy.
Donc le graphe de a admet en z = % un maximum a tangente horizontale.

Y




EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I Corrigé 13

-1
b) b(z) = x+1 : Dy =R\ {—1}, b est continue sur Dj.
x
=l g xe]—00, —-1[U[1, +00
o1 stael-1,1]
—2 si x€]—o00,—-1[U]1, 400
—Gar st we]-1,1]

On en déduit le signe de b'(z) :

x ‘ -1 1
b (x) + - +
-1l14
x = —1 n’est pas l'abscisse d'un extremum de b car —1 ¢ Dj.

Le graphe de b admet en x =1 un minimum qui est un point anguleux dont

les pentes des deux demi-tangentes a gauche et a droite valent —% et % .

clx) = Va2 — Jx, D.=R, ¢ estcontinue sur R.

C/(J,‘) = g x_1/3 _ 1 37_2/3 o 2 1 2\3/5_ 1

— —_ = DC/ - R* .
3 3 3 \?/E 322 32 ’
c) e En z=0 lafonction ¢ est définie mais n’est pas dérivable.
liIr(l) d(x) = —o0; le graphe de d admet en x =0 une tangente verticale,
z—

mais pas d’extremum.
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e Point du graphe a tangente horizontale.
dz)=0 & 2yYz—-1=0 & z=43,

et /(z) change de signe en passant des négatifs aux positifs.

Le graphe de ¢ admet en z = % un minimum a tangente horizontale.

Y

=

=

d) d(x) = Va3 — 622 + 9z, Dy=R, d est continue sur R.

I(z) = 3z% — 122 +9 _ (x—3)(x—1) _ x—1
3 /(23 — 622 + 9x)? /22 (x — 3)% /22 (x —3)
Dy = R*\ {3}.

e En x =0 lafonction d est définie mais n’est pas dérivable.

lin% d'(r) = 400 ; le graphe de d admet en z = 0 une tangente verticale,
T—

mais pas d’extremum.

e En z =3 lafonction d est définie mais n’est pas dérivable.

lim d'(z)=—-00 et lim d'(z)=+400.
z—37 x—37+

Le graphe de d admet en x = 3 un minimum qui est un point de
rebroussement (deux demi-tangentes verticales).

e Point du graphe a tangente horizontale.

dz)=0 < x=1,
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et d'(r) change de signe en passant des positifs aux négatifs.

Le graphe de d admet en x =1 un maximum a tangente horizontale.

5. Trouver sur la courbe d’équation 423 + 43 =1 le point P du premier quadrant
tel que l'aire du triangle déterminé par la tangente a la courbe en P et les axes de
coordonnées soit minimum.
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Soit I' T'arc de courbe défini par

4>+ =1 avec >0, y>0.
Pel & 4ad4yd=1, ogxpgi/}

Equation de la tangente t a I' en P :

Analyse I Corrigé 13

dy ; x
t:y—yp=m(z—xzp) avec m:%P. ) \3/1 1 A
1
. . 42 4 2%
Pente m: y=vV1—-413 = ¢y =————-oou = m=——5-.
3/(1 — 423)2 Yp
. . 41%
Equation de la tangente ¢ a I' en P : t: y—yp=——7 (z—2xp)
Yp
. . 4 2%
Coordonnées du point A: A(zx,,0)et < 0—vyp ——— (14 —wp)
Yp
3 3 3
Yp yp +4ap 1
& = — = , 0
A 4 2% e 4 2% 4 2% > 7
) ) 4 2%
Coordonnées du point B: B(0,yg) et < yg—yp = —— (0—12p)
P
43, 4%+ yb 1
Sy — typ = = =, yp#0
oy T vp vp
1 1 1 1 1
Aire A du triangle OAB : A= -z yp = = —5— = :
24P 2 dag o Sahuyp
Expression de A en fonctionde zp =2: A(z) = ! 0<z< {’/I
P ' 822 (1 —4a3)2/3° 4

31[:

Recherche du minimum de A sur I'intervalle |0, ¢/

1 (=?(1 — 42323 B

1 22 (1—42%)2%8 422,

2(1—4a%)713 . (—122?)

A =5 A= dayy

8

1 2x(1—-42°) -8z

zt (1 —4a3)4/3

8x3 — 1

Al@)=—3 2 (1 — 42°)5/3

1

A'(z) s’annule en x:%G]O, o/

aux positifs.

.. 1 1
A(x) est donc minimumen z=35. 2p=3;

T 428 (1— 2By

[ et change de signe en passant des négatifs



