EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I  Corrigé 7

Corrigé 7

1. Déterminer la parité des fonctions suivantes :

(a) a(z) = z|z]

(b) b(z) =z (2* +pr+q), p,.g€R
(¢) ¢(x) = E(sinx)

(d) d(z) = |s1n x| 4 cos(v/2 )

(e) e(z) = tan®(Z + z\/[z])

\/x5—3x3+x+a, a€R.

(f) f(x)

(a) On évalue la fonction a en —z et on la compare a a(z) :
a(=x) = (=) | - 2| = (=2) [z| = = (¢ ]z]) = —a(z), VzecR.
La fonction a(x) est donc impaire.
(b) On compare b(—z) et b(z) :
b(—x) = (—x) [(—a:)2 +p(—2) +q} = —2(*—pr+q), VzeR.

La fonction b(x) n’est ni paire ni impaire si p # 0, mais elle est impaire si
p=0.

(c¢) On évalue la fonction ¢ en —ux :
c¢(—x) = E[sin(—z)] = EF(—sinz), VzeR.
Or la fonction partie entiere FE(x) n’est ni paire ni impaire :
E(—sinx) # E (sinx) et F(—sinz)# —F(sinz), (xr€R).

Donc la fonction ¢(z) n’est ni paire ni impaire.

(d) On évalue la fonction d en —zx :
d(—x) = |sin(—2x)| + cos [\/5(—3:)] = | — sinz| 4+ cos(—V2 ),
d(—z) = |sinz| + cos(vV2x) = d(z), Yz eR.

Donc la fonction d(z) est paire.

(e) On évalue la fonction e en —ux :

e(—xz) = [—tan(2 + z /[2] )]? = tan?(2 + |x|) =e(x), V€ Dye.

Donc la fonction e(x) est paire.
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(f) On évalue la fonction f en —x :

f(=2) =/ (—2)p = 3(—2)3 + (—2) + a = V—2® + 32% —z + a,

f(=2) =Y/ —(2> =323 +2) +a.

La fonction f(z) n’est ni paire ni impaire si a # 0, mais elle est impaire si
a=0. Eneffet si a =0, on a pour tout = € R

f(=2) = ¥/ —(25 =323+ 2) = —Vad =323+ 2 = —f(x).

2. Déterminer la période, si elle existe, des fonctions suivantes :

(a) a(x) =z — E(x), (b) b(z) =sin(az) - cos(ax) a € R,

(a) Pour tout = € [n,n+1[, n € Z, la partie entiere de x vaut n.

o Si €[0,1[, alors E(z)=0 et a(x)==x.

e Si €[l,2[, alors FE(z)=1 e alx)=x—-1.

o Si €[2,3], alors FE(x)=2 et alx)=z-2

o Si €[-1,0[, alors FE(z)=-1 e a(z)=z+1.
e Si e[-2,—1[, alors E(z)=-2 et alz)=x+2.

On en déduit le graphe de a(x) :

S x

Et on en conclut que la fonction a est périodique de période T =1 :

a(x+1) =a(x), VzeR.

b) la fonction b(x) = sin(az)-cos(az), a € R* est 2= —périodique car les fonctions
lal

sin(az) et cos(ax) le sont toutes les deux. Mais % est-elle la période de b7

Pour le savoir, on transforme ’expression de b en fonction d’une seule fonction
trigonométrique :

b(z) = sin(az) - cos(az) = 3 [2 sin(az) - cos(az)] = 3 sin(2az).
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On déduit la période T de la fonction b a partir de celle du sinus :

bz +T) =3 sin[2a(z+T)] = 5 sin [ 2az + 27T, | ,

la période du sinus

2WT =21, T>0 o T=_"_a#0.

|al
y = sinlar) |y =coslaz y yl=Isin(ax) - cos(dz) = 1 sin(2ax)
\ /r‘\ / \
/N o N/ \_..
/ / \ \ |/ \
[ \U4 A

Remarque : si a =0, alors b(z) =0, VzeR.
La fonction constante b = 0 admet tout 7' € R comme période, mais la
période de b, (le plus petit 7' > 0) n’existe pas.

3. Esquisser le graphe des fonctions suivantes, puis en déduire leur ensemble de

définition et leur ensemble image.

(a) a(x) =22+ |z — 2| (b) b(x):x?”yﬂx sizx#0 et b0)=2.

(a) a(x) =|2x+ |z —2||, D,=R. Explicitons la fonction a.

. —xr—2 sl <=2

a(x) = |z +2] sbae<2 x4+ 2 si —2<x<?2
|13z —2| st x>2 . -
3xr— 2 si x>2

a(x)

I

S

_9 O )

L’ensemble image de la fonction a est Ima =R, .
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|z] :
b) b(x) = 0 et b(0)=2
(b) be) = "= s a£0 et HO)
La fonction y = 3‘1’ (x #0) est impaire, son graphe est symétrique par
3+
rapport a l'origine.
1 .
T six <0
b(x)= < 2 siz=0
1 .
o stz >0
b(x)
2
o=
N\
N
~—
T ——
O .
~
™\
N 1

Le domaine de définition de la fonction b est D, =R et son ensemble image
est Imb=]-1;0[U]0;1[U{2}.

4. (a) Esquisser le graphe de la fonction Aoa,

A(z) = E(x) et a(z) = V16 — 22,

Djos = D, =[—4; 4].

La représentation graphique de la fonction a est le demi-cercle de centre O
et de rayon r =4 dans le demi-plan y > 0. En effet

y=vV16—22 & ¢y =16—2>ct y>0 & 2*+y*=4% et y>0.

On en déduit graphiquement la représentation de la fonction Aoa.
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Ala(z)]
/ // \\ \

/| A
[ . N\

! 1

| A
L S
4 0

(b) Esquisser le graphe des fonctions Bob et bo B,

B(z)=2— = et  b(x)=sinx.

Bob(x) = Bb(z)] = Bsin(z)] = sin(z) — g .
Dans un repere (O, €1, €3), le graphe de sin(z) — 7 se déduit du graphe de
sin(x) par une translation de vecteur —7 -é.

Blob(r)
A >
o x
&
r ~.
L ,/
/ \
/ N\
A A
N\ / N\
N\ r N\
N ‘\
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bOB(iL‘) = b[B(]I)] = b[;p— %} :Sin<$— %) )
Comment construire le graphe de f(z + a) a partir de celui de f(z)?

Soit xy une abscisse, on lui ajoute a: zp+a, on en prend l'image par f :
f(zo+a), puison associe celle-ci a xg: f(zg+a).

Le graphe de f(z + a) se déduit du graphe de f(z) par translation de —a
unités selon 'axe des x.

Dans un repere (O, €, é), le graphe de sin (SE — %) se déduit donc du
graphe de sin(z) par une translation de vecteur +7 - €.

bo B (x)
// \\ 2 ] [ ‘/ \\\
\\\ ,/K \‘
N\ /
\. 0 / .
N\ &/
AN /
SEBZaN

5. Soit f une fonction définie sur un domaine symétrique par rapport a l'origine.

Montrer que f peut toujours s’exprimer comme la somme d’une fonction paire et
d’une fonction impaire.

On exprime f comme la somme d’une fonction p paire et d’une fonction i
impaire :

f(x) = pz) +i(z).
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On exploite les propriétés des fonctions p et i en calculant f(—zx) :
f(—=z) =p(—z) +i(—z) =p(z) —i(z), x€ Dy.

On détermine les fonctions inconnues p(x) et i(x) en fonction de f(z) et de
f(=z) comme solutions du systéme suivant :

On résout ce systeme en effectuant la somme et la différence des deux équations :

fl@)+ f(=z)=2p(x) < pla)= w 7
flz)— f(—x)=2i(x) < i(z)= f(z) _2f<_$)
fa) = 1@ +2f(_x) 4 @ _Qﬂ_x) . zeDy.

6. On considere la fonction f de R dans R définie par

24+ 10x+1
o)==

Montrer que cette fonction n’est pas surjective, puis restreindre son ensemble d’ar-
rivée de sorte qu’elle le devienne.

— Soit on travaille au hasard ...

o y=1 admet un antécédent : =z =0.

o y=>5 admet deux antécédents : x = % et x=2.

o y = 10 n’admet pas d’antécédent car 'équation f(z) = 10 n’a pas de
solution.

Cette situation est un contre-exemple a la surjectivité de f.

— Soit, pour un y quelconque, on cherche a savoir s’il admet un antécédent par
f.

Soit y € R donné. Cherchons un éventuel antécédent = a cet élément :

22+ 10x+1

o y(z®+1) =2+ 10z + 1

y=f(z) & y=

& 22 (y—-1)—10z+(y—1)=0.

Cet élément y admet un antécédent =z si et seulement si cette équation en
x admet des solutions :
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o si y=1, cette équation est du premier degré en z: —10x =0 < =0

osi y# 1, cette équation est du deuxieme degré en x, elle admet des
solutions si et seulement si son discriminant est positif ou nul :

A=100—4(y—1)=4[25—-(y— 1)’ =4[5-(y - ][5+ (y—1)]
=—4(y—6)(y+4), A>0 & ye[-4,1[U]1,6].

En résumé, tout y hors de U'intervalle [—4, 6] n’a pas d’antécédent par f.

Un contre-exemple a la surjectivité de f est donné, par exemple, par y = 10 :
il n’existe aucun z € R vérifiant la relation f(z) = 10.

On vient de montrer que y admet un antécédent dans R si et seulement si
ye|—4,6].

Donc Im f =[-4, 6]. Et la fonction

f: R — [-4,6]

224+ 10z + 1

est surjective.

7. Pour chacune des deux fonctions suivantes, esquisser son graphe, puis déterminer
I'intervalle I (le plus grand possible) contenant xy de sorte que la fonction soit
injective sur [ .

(a) a(l‘):l_—aﬂ, —-l<ax<l, zy=-—

win

, (b) b(z) =sin(z), x9=29.

(a) Esquisse du graphe de a :

a(z)

L’ensemble Image est

Imf=[1, +oo].

Les plus grands domaines [ sont
ceux qui conservent la surjection de
fosur [1, 4o0]f.

Si I est un intervalle, alors il ne
{ peut s’agir quede I =]—1,0] ou
de I=10,1].

est

Celui qui contient zyp = —
* donc I=]-1,0].

Wi

|
wirny 4+
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(b) Esquisse du graphe de b :
b(x)

.
TN N v

8

Les intervalles I tellesque b: I — [—1, 1] soit bijective sont ceux sur lesquels

la fonction sinus est monotone, il sont de type I = (2’“51)” , (Qk;rl)ﬂ |, keZ.
L’intervalle cherché est celui qui contient zo=9: [ =[2, =],

8. On donne ci-joint le graphe d'une f(x)
fonction f qui admet les axes de )
coordonnées comme asymptotes. - / T —
Soit xg > 2. 5
Déterminer un sous-ensemble D [
de R contenant 1z, et tel que |

&

la fonction f: D — | —o00, 1]
soit bijective.

— Voici une solution : D =10, 1]U[2, +o0].
f(z)
;
1 /r —
@ 7o ’

/
/
[
|

— En voici une autre : soit par exemple {1, z2} = f7({3}),

D=]O,x1[u[2,x2].

)

&

S
|

€1 2 X HiD)




