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Corrigé 9

1. Soit f(z) =ax+b, o a et b sont deux nombres réels quelconques.

Montrer a I’aide de la définition que lim f(xz) =azo+b.
T—T0

Soit € > 0 donné. Montrons qu’il existe 6 > 0 tel que
0 < |lz—x] < = |flx)—(azo+b)| < €.

On exploite la ” contrainte verticale” définie par e, [ f(x) appartient a1’ e—voisinage
de (axg+b)], pour en déduire une ”contrainte horizontale” : 2 appartient a un
d—voisinage épointé de z :

lax+b—(azog+0b)| < ¢ & |arz—ax| < e < |a|l-|lz—x < €.
Deux cas se présentent selon que a est nul ou non nul :

esi a#0, |f(x)—(axo+b)] < e & |Jrx—x| < =,

|a
donc tout 0 vérifiant 0 < < |fT\ est solution, en effet :
€
0<|x—x0|<5§|—’ = |f(z)—(azo+0b)|<e
a
e ctsi a=0, alors f(z) =0 et tout 6 > 0 convient, eneffet | f(x)—b|=0<¢

sans aucune contrainte sur .

Nous venons de montrer que lim f(x) = f(xo), Vzo € R. De telles fonctions
T—T0

sont dites continues sur R.

2. En utilisant la définition de la limite d’une fonction, montrer que

2
—1
lim * =

z—0 x2—{—1__1'

2
- oot =1
Pour vérifier que lim

e = —1, il faut montrer que pour tout ¢ >0,

il existe 0 > 0 tel que

O<|z—0<o =
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Soit donc € > 0 donné.

x?—1 (-1)| < 222 _
— (= € €
2 +1 r? +1
p=— 23:2 <
— <c¢
241

& 2’ 2i€, (e <2)
& ] < c
2—¢
5
& -0 < .
Donc tout 0 < 6 < \/g convient, car
r? -1
0<|z—0]<9d (avec O<5§\/g> $2+1—(—1)‘<5.

Remarque : si ¢ > 2 Dinégalité (2 —¢e)a? < e est trivialement vérifiée pour tout
x € R, (la contrainte définie par e est réellement contraignante si e est petit).

3. On considere la fonction f définie par f(z) = 22+ (z—3)-sgn(l—=x).

a) Faire la représentation graphique de la fonction f (unité = 6 carrés).

b) Pour ¢ = e¢; = 1, déterminer graphiquement 0 = §; vérifiant la relation
suivante :

0 < |z—1] <d = |flx)—2| < €.

) ; 19
c¢) Qu'en est-il pour € =gy = 3 7

Il s’agit d’illustrer la définition de la limite en xzy sur un contre-exemple.
a) f(z)=2x+4 (z—3) -sgn(l—2x), Dy =R\ {1}.
eSi z<1, sgn(l—z)=+1 et f(z)=2z+(x—-3)=3z-3.
eSi z>1, sgn(l—a)=-1 e fl@)=22—(z—3)=a+3.

3r—2 & x<l1
f(z) = ?

a:+% si x>1
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Voici la représentation graphique de f(x) :

2 T 1

5 5
2 2
()

Z

3 3
2 2

—
[\)
N
—

)
8
)

Sl

b) On détermine graphiquement les abscisses x dont I'image par [ est dans

I’e;—voisinage de 2 :
| f(x)—2|<e1 & flx)el]2—¢e,2+] & f(z)e]l,3].
fle)e]l,3] & wxze]2, 3]

On en déduit d; en imposant que lintervalle |1 — 9y, 1+ d;[, centré en

zo =1, soit inclus dans lintervalle |2, 3.

Tout 0 < d; < % convient, en effet :

1
O<\x—1|<51§6 = |flz)—2]|<e;.

Pour g3 = % , Pantécédent par f delintervalle |2—ey, 2+e5 [ est 'ensemble
vide.

Donc 62 n’existe pas. On en déduit que lin% flz) #2.
T—
Plus généralement, quelque soit 'ordonnée a € R, 1’e,—voisinage de a

J=]a—¢ey, a+es| ne peut pas contenir 'image par f dun intervalle
I=]1-6,14+6[, >0, car J est de longueur €:2€2:§<1.

Donc lim f(z) n’existe pas.
z—1
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4. Calculer la limite des fonctions suivantes en .

_ =1 _ —
a) a(x) $2+2$—37 Lo ) C) C() 22 + 3z y Lo 0
241 -1
b) ba) = =0,

a) lim a(x) est une forme indéterminée de type ”27.

r—1 0

Si le numérateur et le dénominateur de a(x) sont nuls en zp =1, on peut
simplifier cette fraction rationnelle par (z —1).

Sur un voisinage pointé de zo =1, (r# 1), ona

9% 4 — —1)(2 2
2 +2-3 (z—-1)(22x+3) 20+3 Dot lim a(z) =

5
a(x)_:l:2+2x—3_ (x—1)(x+3) o+3° 21 4

» 0»

b) lim b(z) est une forme indéterminée de type "

z—0

On cherche a débusquer le facteur =z qui se cache dans l’expression du
numérateur.

Pour faire apparaitre ce facteur x, on amplifie le numérateur par son expression
conjuguée.
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Sur un voisinage pointé de o =0, (x #0), on a

:\/:cQ—l—l—i—x—l: (22 4+1) — (z —1)? _ 2z
x z[Va?+1— (z—1)] r[Va2+1—(z-1)]"
2

b(x) = Nw R D’ou }slir(l) b(x) = 1.

b(x)

¢) On met en évidence, au numérateur et au dénominateur, les plus basses puis-
sances de x, pour éviter d’avoir des termes qui divergent vers l'infini :

() V25 + a3 Yad- (222 +1)  z-v222+1 V222 +1
c(z) = = = =

, v #0.

2 +3x  x-(r+3) r-(x+3)  w+3
V2r2+1 1
lim ¢(x) = lim $—+:—.
z—0 z—0 x+3 3

5. Pour quelle valeur du parametre réel a, la limite suivante existe-t-elle ?

. 322 +ar+a+3
lim
z——2 24+ x—2

Donner alors la valeur de cette limite.

Le dénominateur est nul en z = —2.

Si le numérateur est non nul en = = —2, alors on a :

32° taxr +a+3

lim
z——2 2 +x—2
Il est donc nécessaire que = = —2 soit aussi un zéro du numérateur :
32 +ar+a+3 =0 & 12—-2a+4+a+3=0 & a=15.
r=—2
Si a =15, le numérateur et le dénominateur sont nuls en x = —2, on peut donc

les factoriser tous les deux par (x + 2).

. 3P+ 15r+18 . 3(z+2)(x+3) . 3(x+3)
lim = lim = lim —=-1.
T—r—2 2?2+ —2 z——2 (1’ + 2) (33 — 1) z—-2 x—1

x-(z—b)?
(x+1)(x—a)’

6. On considere la fonction rationnelle f définie par f(z) =

ou a et b sont des parametres réels.
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a)

Déterminer les conditions sur les parameétres a et b pour que lim f(x)
r—a

existe.
Donner alors la valeur de cette limite.

Déterminer les conditions sur les parametres a et b pour que f(z) diverge
vers l'infini lorsque o — a* et o — a™.

Préciser alors si cette limite est égale & +o0o ou —oo.

x =a est un pole de f. Comment le faire disparaitre 7

Il faut simplifier la fraction rationnelle par = — a. Cela est possible si et
seulement si

. —b 2 —b 2
e a=0. Danscecas,ona lim f(:c):hmwz i u:b2.
T—a z—0 I - (x + 1) z—=0 1+ 1
A — b)2 Ax—b
e Ou a=>. Danscecas,ona lim f(z) = lim il ) = imw.
T—a x—b (]} + 1) (;U — b) z—b rx+1
Il faut encore distinguer deux cas selon que b= —1 ou non :
. 1
osi a=b=—1, alors lim f(z) = lim m: lim = -1,
T—a rz——1 T + 1 rz——1
x-(x—0)

osi a=b# —1, alors lim f(z) = lim

x =a est un pole de f. Comment faire en sorte qu’il ne disparaisse pas 7

Pour éviter que ’on puisse simplifier la fraction rationnelle par = — a, il faut
éviter que ce facteur n’apparaisse au numérateur. C’est le cas si et seulement
si

a#0 et a#b.

= +00.

(P2
Dans ce cas, on a lim f(x) = lim z-(z=b)
T—a T—a (:L' + 1) (I — CL)

Pour étre plus précis, il faut connaitre le signe de f(z) au voisinage de a.

(x4+1)(x—a)

Il faut distinguer quatre cas selon la position de a par rapport a —1 et 0.

Pour cela, on étudie le signe de Q(x) =

au voisinage de ©* = a .

e Que se passe-t-il si a < —17

Signe de f(z) au voisinage de =z =a danslecas a < —1:
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x a -1 0
z - - — 6 +
(x +1)(z —a) + l - l + +
w |- e

f(z) est donc négatif sur un voisinage a gauche de a et positif sur un
voisinage a droite de a :

lim f(x)=—-00 et lim f(x)=+o0

T—a~ z—at

e Que se passe-t-il si a =—17
_ x-(x—0b)?
Sta=-1 fW=TTEE e salfe)] = ),
i S(2) = Jim, " = oo

e Que se passe-t-ilsi —1<a<07?

Signe de f(z) au voisinage de xz =a danslecas —1<a<0:

x -1 a 0
x — - - (5 +
(x+1)(x —a) + ‘ - (‘J + +
Q) - + -0+

f(z) est donc positif sur un voisinage a gauche de a et négatif sur un
voisinage a droite de a :

lim f(z) = +o0 et lim f(z) = —o0

T—a~ z—at

e Que se passe-t-il si 0 <a ?

Signe de f(z) au voisinage de x =a danslecas 0<a:

T —1 0 a

; - N S
Erhe-a| + 0 - - 0+

w |- 0 -]

f(z) est donc négatif sur un voisinage a gauche de a et positif sur un
voisinage a droite de a :

lim f(z)=—00 et lim f(z) = +o0

r—a— z—at
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7. Calculer la limite des fonctions suivantes en xq.

(z+2)2 42 42

a) a(z) = (——1+cosL> (=2 +sin-"5), xp=-2.

1
_2:(;—6—1—\/332—1—313—27

b) b()

o =2.

, . P / —1 _m _ m(-—
a) On étudie séparément le comportement de [ NETE + cos( )} et de [ 2 + sin(-15) }

x+2 r+2
sur un voisinage pointé de xg = —2.
e cos(;75) n’admet pas de limite lorsque = tend vers —2, mais est borné
t i _ d I . (%)
e im ————= = —00, donc lim |—F———= +cos(T5)| = —o0.
T——2 /(1’ + 2)2 T——2 (ZE + 2)2 z+2

T

a:+2) ] n’existe pas, mais —2 + sin (L)

e D’autre part xli>r£12 [—2 + sin ( e

est de signe constant :

—2+sin(25) <-1<0, Va#-2.

T+2
: —1 s . s _
Donc lim) W e +COS(m—+2)} 'l_2+sm(w_+2)l = +oo.
h ~~ 4 <-1<0

——00

b) La fonction b(z) diverge vers l'infini lorsque z — 2.

On cherche a étre plus précis en déterminant le signe de b(x) selon que = est
dans un voisinage a gauche ou a droite de zg = 2.

Soit D(z) =2z — 6+ Va2 +x —2, le dénominateur de b(z).

e Dans un voisinage a gauche de xy =2, x peut s’écrire * =2 — ¢ avec
e>0.

D(x) = D2—¢) = 2(2—¢)—6++/(2—e)2+(2—¢) -2
D(x) = =2—-2e4++/(2—¢)?—e < —2—-2e+(2—¢) = =3¢ < 0.

—_——

Donc lim b(z) = —o0.
T2~

e Dans un voisinage a droite de xg = 2, x peut s’écrire © =2+ ¢ avec
e>0.

D(x) = D2+¢) = 2(2+¢&)—6+/(2+)2+(2+¢) -2

D(r) = —2+2e+/(2+e)>+e > —2+2e+(2+¢) = 3¢ > 0.
N———

> 24¢

Donc lim b(z) = +o0.

z—2t
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Autre méthode

Le dénominateur est nul en xy = 2. On fait apparaitre le facteur (z—2) en
amplifiant le dénominateur par son expression conjuguée.

() 1 20 —6—Val4+r -2  20-6-—valta-—2

:2$—6+\/x2+x—2:(2%—6)2—(:1:24—3;—2) 3r2 —25x +38

b(z) 20 —6 — Va2 +ax—2 1 20 —6 — a2 +ax—2
xTr) = p— . .

(x—-2)(3r—19)  x-2 3z — 19
. 22—6—+12+a—2 4
Or lim = —>0.
T2 3z — 19 13

On en déduit qu’au voisinage de xy =2, b(x) est du signede = —2:

lim b(z) = —o0 et lim b(z) = +0.

T—2~ x—2+

8. Calculer les limites suivantes :

2) a = lim 1 —cos’zx d) d = lim 14 2cosx — 3cos®x

=0 T sinx z=0  sin(x?y/4 — 1)

sin(z°)

b)b:lim—3 e)e:liml_—ﬂc2
2=0 (1 — cos3x) z—~1 sin(mr)
1 2 - 1 . . . 2
& c— lim V1+ coix £) f = lim [2sinz — sin(2z)] in(L).
=7 xr — b z—0 :UG 1‘

a) On factorise le numérateur pour pouvoir utiliser les IPE au voisinage de zo = 0.

1 —cos®x (1 —cosx) (1 + cosx + cos® x)

T sinx T sinx

1 —cosz) (1 +cosz + cos®x
( ) (

a = lim -
20 T sinz
2
. % (14 cosz + cos®x)
= lim
x—0 $2
. 14 cosx+cos’z
= lim
x—0 2
3
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6

b) Lorsque x tend vers 0, z° et 3z tendent vers 0. Donc

(3x)”

sin (mG) ~ 28 et 1 — cos(3z) ~ 5 au voisinage de 0.

, sin (x9) , x5 8

b=lm —— ) _fim = =

=0 [1 — cos(3x)]? =0 ((3:1:)2> 729
2

¢) A l'aide d’'un changement de variable, on se raméne dans un voisinage de 0.

™

En posant y=x— 35, ona r=y+ 3. Etsi v — 7, alors y —0.

2

. V1+2cosz—1 . /14+2cos(y+35)—1 1 —2sin(y) — 1
c= lim — = lim = lim
T r—3 y—0 Y y—0 Y
1 — 2si -1
lim sin(y) est une forme indéterminée de type ” %” .
y—0 Yy

On leve cette indétermination en amplifiant le numérateur par son expression
conjuguée, puis en utilisant les IPE au voisinage de 0.

1—2sin(y) -1  [1—2sin(y)]—1 —2sin(y)

Y Cyl/T—2sin(y) +1] y[/I—2sin(y)+1]

Et au voisinage de 0, siny et y sont des infiniment petits équivalents :

—9¢i
¢ = lim sin(y)

-2
v=0 y[4/1—2sin(y) +1] v20 /1 —2sin(y)+1

—1.

d) On factorise le numérateur pour pouvoir utiliser les IPE au voisinage de xo = 0
14 2cosz —3cos’xz (1 —cosz)(l+3cosx)
sin(z2v/4 — ) B sin(z2y/4 — )
Lorsque z tend vers 0, z%y/4 —x tend aussi vers 0. Donc

sin(#?V4 —x) ~ 2?4 — 2 au voisinage de 0.

PR (1 —cosz)(1+3cosz) %2(1+3cosa:) .1+ 3cosw
= l1m = 111m

=lim —— =1
20 sin(x2v/4 — x) =0 p2\/4—z 20 24/4 —x
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e) La aussi, on se ramene dans un voisinage de 0 a I’aide d’un changement de
variable, en posant y=1—x :

y=1-2 & zxz=1-—y, on a alors r—1 & y—=0.
1— 22 1— 1 2 — 2 —
e = lim — S ( x)( + ) = lim —'y( v) = lim —y( v) .
=1 sin(rz)  2-1 sin(mz) y—0 sin(m —my) v=0 sin(my)

Au voisinage de y = 0, sin(my) et my sont des infiniment petits équivalents :

e = lim y2-y) = lim —y(Q_y):lim 2_y:z.
T

y=0 sin(ry)  y=0 7y y—>0 T

f) La fonction sin (I—lﬁ) n’admet pas de limite lorsque x — 0, mais est bornée.

[2sin z — sin(2z)]?

hH(l) 5 sin (x%) existe et vaut 0 si et seulement si
Tr—r €T
2 . _ . 2 2
lin% [2sinz : in(22)] = 0. Calculons cette limite.
xrx— T
[2sinz —sin(22)]>  [2sinz —2sinz cosz]*  [2sina (1 —cosx)]?
26 N 26 a 6
. . 2\ 12
lim [2sinx — sin(2x)]? ~ him (22 (%)] _ 120,
x—0 x6 x—0 xﬁ

[2sinx — sin(27)]?

Donc lim sin (%) n’existe pas.

x—0 1;6
9. Exercice facultatif.

Soient f, g: R — R deux fonctions définies sur un voisinage épointé de xj .

Démontrer I'implication suivante :

lim f(z) =a et lim g(z)=1"> = lim [f(z) -g(z)]=a-b.

T—rT0 T—rx0 T—T0

Soit ¢ > 0 donné, on cherche a déterminer § > 0 vérifiant

O0<[z—mo|l<d = |[f(x)-g(x)]-(a-b)] <&,

sachant que

e lim f(z) =a, clest a dire que
T—rT0

\V/81>0, 351>O, (51:51(81)) telque 0<|l’—£L‘0|<51 = |f(m)—a|<51,

e lim g(z) =b, c’est a dire que
Tr—x0

Veg >0, 302 >0, (62 =02(e2)) tel que 0 < |[z—z0| <o = |g(z)—b] <ey.
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On cherche donc a exprimer

de [g(x) —0]:

[f(x)-g(a:)]—(a-b)‘ en fonction de | f(z) —a| et

[f(@)-g@)] = (a-b)| = |[f(z) = al-g@) +[g(z) ~b] -a

< |1f@) ~al-g@) | + | [g(z) ~ b] -a]

= [f(@)—al-lg(@)|+|g(z) = b]|-]a]

Donc pour majorer

[f(x)-g(x)]—(a-b) ‘ par ¢, il suffit, par exemple, de
majorer |f(z)—al-|g(z)| et |g(z)—b|-|a| par §.
e Majoration de |f(z) —a|-|g(z)| par £ :

o lim g(x) =b donc 3¢ >0 tel que 0 < |z —xo] <& = |g(x)| <[b]+1

T—T0

o | f(x)—a ‘ est aussi petit qu’on veut si x est suffisamment proche de xj :

361 >0 telque 0<|z—z| <dy = |f(x)—a|<m.
e Majoration de |g(z) —b|-|a| par §:
osi a=0, |g(z)—b|-la|=0<5%,
osi a#0, 35 >0 telque 0<|z—x9] < = |g(x)—b|<ﬁ.

e Conclusion :

osi a=0, pourtout § <min{¢, 4}, ona
0<|LE—.T0‘<(5
= |[f@) - 9@)] = (@ b) | < [f@) = a-|g(@) |+ [g(x) = b] -|a| <=.
\ _/\—v—/ N /

-~

<72(|b5|+1) <|bl+1 =0

osi a#0, pour tout 6 <min{&, d;, d2}, on a
0<|z—zo| <o

= [f(x)'g(iv)]—(a'b)’S|f(33)—a!'|9($)!+|g($)—b!'|a|<€-
—_— N ——

<|b|+1 <-£

& _£&
<2TMFD Zlal




