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Corrigé 6

1. Calculer, si elle existe, la limite des suites définies par les termes généraux suivants :

n?+1+n

n — T 5 > n = 2 1- 2 ) Ra

a) a p— b) b vni+1l—+vn2+an, ac
1+2+---+n 3 2)+2 n!

) ¢p = : , d) d, — (n+)+(n+)7
n®+n-+1 (n+3)!

e) e, = (—1)"sin(%), f) fo = V2n—+vn+1,

89 = - el

Remarque : la fonction racine carrée est une fonction ”gentille”. En d’autres termes,
si (un) est une suite convergente de termes positifs, on a

lim u, =,/ lim wu, .

n—oo n—oo

On dira, par la suite, que la fonction racine carrée est continue sur R, .

RRe obb]

a) On leve I'indétermination de type ”22”, en mettant en évidence les termes
de plus haut degré au numérateur et au dénominateur :

V2t 14+n . IlWi+m+n a1+ 540
—— X = lim = lim

lim a,, = lim =

n[w/l—l—n%—i—l] 1+ +1
— lim L AL

3 1
car 1im,/1+n—12—\/hm (1+[2) =1 et Tim > =3 lm = =0.
n—oo n—oo n—oo M n—oo M,
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b) On leve cette indétermination en amplifiant b, par son conjugué :

lim b, = lim [\/n2+1—\/n2+an}

n—o0 n—oo

Vn2+1++vn2+an
Vvn?+1+4++vn?2+an

= lim [\/n2 +1—+vVn2 —i—an}

n—oo
(n*+1) — (n*+an)
n—oo \/n2 +1++v/n?+an

g 1—an

Tk ; .
\n\ 1+;+\n\\/1—|—;

R

. l_a
= lim L
TRl /TS
. a
= -3,

car lim\/1+nl—2:\/lim<1+[ﬂ2>:1 et lim 4 /1+2=1, VaeR.
n—o0 n—oo n—o0

¢) Voici une premiere approche qui n’aboutit pas.

1+42+---4+n 1 n 2 n n n
C, = e PN _
" n2+n+1 n24+n+1 n2+n+1 n2+n+1

Chaque terme converge vers 0 :
2 n
lim —— =0 lim —— =0 lim — =0
n1—>oo n2+n+1 ’ n1—>oo n24+n+1 ’ n1—>oo n2+n+1

Mais lorsque n — oo, le nombre de termes de la somme tend vers l'infini.

On ne peut donc rien conclure quant a la convergence de la suite (¢,) ni de
son éventuelle limite.

C’est 'expression du terme général ¢, qui pose probleme. Essayons de réécrire
son numérateur de facon plus concise :

1
1+2+...+n:@’

14244 2ot n(n+1)

Cp = =

n?+n+1 n2+n—|—1:2(n2+n+1)'

Puis on met en évidence, au numérateur et au dénominateur, la plus haute
puissance de n :

)
T (L)

1

n ] —

e
n2

S|= +

1
2(1+
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d) On simplifie 'expression du terme général d,, en remarquant que
(n+2)!=Mn+2)(n+1) et (n+3)!=Mm+3)(n+2)(n+1)!

3(n+2)!+2(n+1)!  3n+2)(n+1)!+2(n+1)!

d, = —
(n+3)! (n+3)(n+2)(n+1)!
~ 3(n+2)+2  3m+8 1 3+°%
" m+3)(n+2)  n24Om+6 n 1+2+5%°
3+8 1 3+8
Dou Ilim d, = lim -— =% = lim —- lim —— = 0.
e) Calcul des premiers termes de la suite :
612_17 62:()7 63:+17 64:()7 65:_17 66207
67:—|—1, 68:0, 69:—1, 610:0, 611:+1,

-1 si n=4k+1
en = (—1)" sin(%") = 0 si n=2k+2 keN.
+1 si n=4k+3

Cette suite diverge.

En effet supposons que la suite (e,) converge vers une limite e € R. Alors
pour un ¢ donné, par exemple £ = i , tous les termes de la suite, a partir d'un
certain rang, doivent étre dans l'intervalle Je —e;e+¢e[. Or cet intervalle
(quel que soit e) est de longueur % , il ne peut pas contenir simultanément
les valeurs —1, 0 et +1.

f) Les coefficients de n étant différents, on léve cette indétermination en mettant
V/n en évidence.

lim f, = lim \/2n—\/n+1} = lim v/n [\/_— 1+%} = 400.
n—oo n—oo n—oo

n—oo n—oo

car lim v/n=400 et lim {\/——\/1+%}:\/§—1>0.

g) On leve cette indétermination en amplifiant g, par le conjugué de son dénominateur.
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n
lim g, = lim
n%oog n—00 w/n4—|—1—(n2+1)
, n nt+1+ (n*+1)
= lim :
nsooy/pt+1—(n?24+1) vnt+14(n2+1)
B n[vnt+ 1+ (n*+1)]
T 5o (n4 —+ 1) — (n2 + 1)2
. n[Vnt+14(n?+1)]
= lim
n— o0 —2%2
p Vi L+ (0?4 1)
= lim
n— o0 —2n
n? [,/1+#+(1+#)}
= lim
n— 00 —2n
= Dim =2 [T+ ()
n—oo 2 n n?
= —007
lim —— = —o0c0 et lim [,/1+#+(1+#)}:2>0.
n—00 n—0o0

Corrigé 6

2. A l'aide du théoreme des deux gendarmes, étudier la convergence des suites suiv-

antes.

a) a, = ——,
b) by =

c) ¢p =

241

not n € N*,

n
sin(%")
T N9 EN*v
(n+1)2 "

n? n®+1 n?+2 n
nw+3n+1 n3+3n+2 n34+3n+3

n2+2n—1

n3 + 5n

)

n € N*.

a) On cherche a encadrer la suite (a,) par deux ”suites-gendarmes” qui conver-
gent vers la méme limite.

On utilise la croissance de la fonction /x pour encadrer v/n?+1 :

vn? < vn?+1 < vVn?2+2n+1 1 n?+1 < n+1
n - n - n n - n
241 1 1 241
1§n—+§1—|—— or lim (1+—>:1 donc limn—+:1.
n n n—oo n n—oo n
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b) On se sert de I'encadrement du sinus pour minorer et majorer b, :
1 sin(%F) 1
-1 < sin(®) < 41 & — 2 —
< sin(5) < + 12 = 1) = Tmre

- () <)

sin(%5")

2
Or nh—>nolo (ﬁ) = 0, donc nh—>nolo m = 0.

c) On va majorer ¢, en majorant chaque terme de la somme par des termes
identiques. On pourra minorer ¢, de fagcon analogue.

On constate que ¢, est une somme de 2n termes.

e Majoration de ¢,
On majore chaque terme de la somme en majorant le numérateur et en
minorant le dénominateur :

. n? N n?+1 n2—|—2n—1< i n?+2n—1
"3 4+3n+1 n34+3n+2 nd+5n nd+3n+1"
n2+2n71 n2+2n71 n2+2n71
S n3+3n+l S n3+3n+1 S n3+3n+l

e Minoration de ¢,
On minore chaque terme de la somme en minorant le numérateur et en
majorant le dénominateur :

n? n n?+1 +n2+2n—1 n?
n+3n+1 n3+3n+2 n3 + 5n n3 4 5n
~ ~~ - ~~ -~ SN———

2'n,SW:ESn *nSTfB’rL *n‘{an

On obtient deux suites qui encadrent (c,), vérifions qu’elles convergent vers

la méme valeur :

, n?+2n—-1 2 1+2-5% . 1+2- %
2 2n3 1
o lim 20— = lim — - = 2 lim -
N—00 n3 + 5n n—oo N3 1—{—% n—00 1—}—%

On en déduit donc que (c,) converge et que lim ¢, =2.
n—oo

n!
3. Etudier la convergence de la suite (a,) définie par son terme général a, = on -

On détermine les premiers termes de cette suite et on observe si elle semble converger

ou diverger.
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1
S T
20 12 12 2
L A R
3 1-2.3 1 2 3 3
@7 T 992 T 27272 M
4 1-2-3-4 01 02 3 4 4
“T o T 922 T 2727272 ®a
a1 23 n—1 n n
R T A R AR R i )
Cette suite semble diverger car lim = lim n = 400.
n—00 Uy_1 n—oo 2

On le démontre en utilisant le ”théoreme du gendarme”.

On montre que la suite (a,) tend vers +oo en la minorant par une suite qui
diverge vers +oo.

n! 1 /2 3 n—1\ n n 2 3 n—1
anzz—n:—. e — e _ZZ’ car 5 ..... 21 (n23)

. n \ /7 \ .
Or lim - = +oo, donc, d’apres le "théoreme du gendarme”, lim a, = +00.
n—oo n—oo

. Montrer a I’aide de la définition de la limite infinie que lim [n2 — IOn} = +00.
n—oo

Pour montrer que la suite (n? — 10n) diverge vers +oo lorsque n tend vers oo,
il faut étre capable, pour un A > 0 donné, d’exhiber un seuil N € N* qui dépend
de A tel que

n>N = n2—10n>A

Le point de départ est donc la contrainte définie par A, a savoir: n? —10n > A :
—1n—A>0 & ne ]—oo, 5—\/25+A[ U ]5+\/25+A, oo [
On choisit le seuil N de sorte que si n > N, on ait

nE]—oo,5—\/M[ U ]5—|—\/m,+oo[.
N

{ | | n

|
5—V25+ A S5+V25+ A
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Il suffit de choisir N > 5+ 25+ A. En effet

n>N (avec N>5+vV25+A) = n*—10n> A.

5. Soit (a,) une suite. Pour chaque proposition, dire si elle est vraie ou fausse. Si elle
est vraie, justifier. Si elle est fausse, donner un contre-exemple.

a)
b)

Si (a,) n’est pas bornée, alors lim |a,| = +oc.
n—-+0oo

Soit (b,,) une suite telle que b, # 0 pour tout n € N*. Si lim a, = lim b, =1

n—-+o0o n—-+00

a
pour [ € R, alors lim — = 1.
n—+oo 0y,

Soit @ € R. Si a,, > 0 pour tout n € N* et lim a, = a, alors a > 0.

n—-+o0o

Soit a € R. Si (a,) ne converge pas vers a, alors il existe € > 0 et une infinité
d’entiers n € N* tels que a,, ¢|a —¢,a + €.

Faux. Considérer par exemple la suite (a,) donnée par :
(an):1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,6,0,7, ...

La suite est non bornée, cependant la suite ne diverge pas a l'infini. En effet,
soit A > 0. Si (a,) diverge a l'infini, seul au plus un nombre fini de a,, est tel
que a, < A. Or on a ag, = 0 < A pour tout k € N*,

Faux. Considérer par exemple les suites a,, = % et b, = % Onabien lim a, =
n—4o0o

lim b, = 0, mais
n—+oo
. ayp ) In 1
lim — = lim ——= = —.
n—-+oo n n—+oo N 2 2
Faux. Considérer par exemple la suite (a,) donnée par a, = % On a bien

a, > 0 pour tout n, mais lim a, = 0.
n——+00

Vrai. En effet on a ’équivalence

HEIEOO a, # a < 3¢ > 0 tel que VN € N* il existe n > N tel que |a, —a| > ¢.
Autrement dit il existe un ¢ > 0 tel que pour tout rang N, il existe n > N
avec a, ¢Ja —e,a+ ¢[. Soit donc N un rang quelconque, il existe alors ny > N
tel que a,, ¢|a—¢€,a+¢[. En réitérant le processus avec N = n; + 1, on trouve
ng > n1+1 > ny tel que a,, ¢la—e,a+¢[. Finalement, on peut donc construire
une suite d’entiers ny, ng, ng, ... tous différents tels que a,,, ¢]a —e,a + €[ pour
tout k € N*.



EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I  Corrigé 6

6. Exercice facultatif

Soient (a,) et (b,) deux suites convergentes. Démontrer I'implication suivante :

lima,=a et limb,=0"5 = lim (a, +b,) =a+0.

n—oo n—oo n—o0

Pour montrer que hm (an +b,) = a+b, il faut montrer que pour tout € >0, on

est capable d’ exhlber un seuil N qui dépend de e tel que
n>N = |(a,+b,)—(a+b)|<ec.
Soit € > 0 donné, on cherche donc a déterminer N sachant que

e lim a, =a, c’est a dire que
n—oo

Vé, >0, IN,eN", (N,=N,(6)) telque n>N, = |a,—a|<d,

e lim b, =0b, c’est a dire que
n—oo

Véo >0, IN,eN* (Ny=DNy(d2)) telque n>N, = |b,—0b|<0s.

Or |(an+by)—(a+0)] = |(ap—a)+ (b, —0b)| < |a,—a|+|b,—0b].

Donc pour majorer |(a,+b,) — (a+b)| par e, il suffit, par exemple, de majorer

|, —al et |b, —b| par §.

Ceci est possible si n est assez grand, en effet :

en>N,(5) = |an—a|<§

N

en>Ny(5) = |bp—0b|<5.
Donc tout N € N* tel que N > max (N, (5), Ny (£)) convient, car

n>N = |(a,+b,)—(a+b)| < |a,—a|+]|b,—b] < €.
—_— ——

< <

[SII0)
o




