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Corrigé 12

1. Estimer, a l'aide de I'approximation linéaire, la quantité +/16,032.

Soient f(z) =z, x9=16 et Az =0,032.
L’approximation linéaire de f(zg+ Ax) en xzy s'écrit A = f(xo) + Az - f'(xo).

1 1 1
/ :l _3/4:— / = — — v - =
fllx)=7 v 1 (xo) 27" A V16 4+ 0,032 Y 2,001.

2. Soient g(z) la fonction définie par

B 1416 + 22
1—+25—2?

et f(x) une fonction définie dans un voisinage de z( telle que f(zg) = 3.

g9(z)

Soient A lapproximation linéaire de f(xo+ Az) en zy et B Dapproximation
linéaire de (go f)(zo + Az) en zp pour un Az donné.

Sachant que A = - en déduire la valeur de B.

L’approximation linéaire B de (go f)(xo+ Az) en xy s'écrit

B = (go f)(xo) +(go f)(x0) Az = g[f(xo)] + g [f(z0)] - f'(20) - Az

e Calcul de g |[f(xo)]

1+ V16 + 22
1 —+/25— a2 ; 1—4

r=

glf(wo)] = 9(3) =

e Calcul de ¢'[f(z0)]

o Fonction dérivée ¢'(x)

2x —2z
J(2) = D05 (- v25—a?) - (1 +VI6+2*) 7
(1- V25 _2)

o Evaluation

/ ’ %'(1_4)_<1+5)'z§1_ 1 2_ 7
g [f(x)] = g3) = (1—4) T 5 4 10
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e Calcul de f'(z) - Ax

L’approximation linéaire A de f(xo+ Az) en xzy s'écrit

A= f(ilf()) + f/([E()) Az

Connaissant A =2 et f(z9) =3, on en déduit la valeur de f'(z¢) - Ax :
A = flxo) + f(o) - Az & fl(wo) - Az = A— f(x0)
22 1
"(zg) - Az = — -3 = =.
< flxg) - Az 7 3 -

e Conclusion

B = (go f)(w) + (g0 f) (o) - Az = g[f(zo)] + 9 [f(x0)] f'(20) - Az,

3. Soit f(z)=2%*-(2—12%).

Montrer qu’il existe au moins un point d’abscisse z € |0, 1| tel que la droite
tangente au graphe de f en ce point soit parallele a la droite d d’équation
r—y=4.

La pente de la droite d vaut m = 1. La pente de la tangente au graphe de f
en z est égale a m siet seulement si f'(x) =1:

fl(z) =22 (2 — 2%) 4+ 2 (—22) = 22 (2 — 22°) = 42 (1 — 2?).
flilz)=1 & do(l1-2?)=1.

Comment montrer que cette équation admet au moins une solution sur I'intervalle
10,17

e En utilisant le théoreme de la valeur intermédiaire

La fonction f’, restreinte a U'intervalle [0, 1], est Y
une fonction polynomiale, elle est donc continue.

Mais y =1 appartient-il a son ensemble image 7 g 1
fO)y=f1)=0 et f(3)=

donc [0,3]CImf e y=1€elmf.

Do

’ 1__

Par le théoreme de la valeur intermédiaire, on en
conclut que I'équation f'(x) =1 admet au moins 1)
une solution sur l'intervalle 0, 1].

D= ==
-




EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I  Corrigé 12

La deuxieme méthode, qui utilise le théoreme des accroissements finis, est dans
ce cas la beaucoup plus simple !

e Deuxieme méthode

f(0)=0 et f(1)=1,
f(1) = f(0)
1-0

Or f est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[, on peut donc lui
appliquer le théoreme des accroissements finis :

donc la sécante passant par (0, f(0)) et (1, f(1)) a

pour pente =1.

Jdx €]0, 1] tel que f’(m):%g(o) & fl(r)=1.
Yy
1+ y:f(x)
0 ] !

4. On considere la fonction f: R — R définie par

3—z2 .
si z<1
fo)=1
—siz>1
T

a) Montrer que f vérifie les hypotheses du théoreme des accroissements finis sur
[0, 2], et endéduire qu'il existe ¢ €]0, 2| tel que f(2)—f(0) = (2—-0) f'(c).

b) Déterminer toutes les valeurs de c.

a) Montrons que f vérifie les hypotheses du théoreme des accroissements finis
sur U'intervalle [0, 2].

Il faut donc vérifier que f est continue sur [0, 2] et dérivable sur |0, 2.
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2

2 est continue

e La fonction f est continue sur R\ {1}, car y =
1
sur R et y = — est continue sur |1, +oo].
T

Que se passe-t-ilen zg =17

. . 3—a? , .
Jm f) = lim = =1 et lm f(e) = T =1
1 : 3—a?
On en déduit que lim f(z)=1. Or f(1)= =1,
z—1 2 S

donc f est continueen x =1.
f est continue sur R, en particulier f est continue sur [0, 2].

2

3
e La fonction f est dérivable sur R\ {1}, car y = est dérivable
1
sur R et y=— est dérivable sur |1, +o0].
x

Que se passe-t-ilen zg =17

_ 3—(1+h)* _ o1 12
o lim JUHM SO T oL 2R
h—0— h h—0— h h—0— Qh
fA+R)—f) . -1 —h
° o h oot R b0t (1+h)

Les nombres dérivés f/(17) et f/(17) coincident, donc f est dérivable
en r=1.

f est dérivable sur R, en particulier f est dérivable sur |0, 2].

e Conclusion :

f est continue sur [0, 2] et dérivable sur |0, 2[, on peut donc appliquer
le théoreme des accroissements finis :

3c€]0, 2] tel que wzf(c}, f(2) = f(0)=(2-0) f'(c).
b) On cherche a résoudre sur l'intervalle |0, 2[, 1'équation suivante :
fQ-fO=C-0f() & s-31=2f() & flo=—5.

Mais I'expression de f étant différente a gauche et a droite de z =1, on
distingue les deux cas suivants :

1 1 1
esi cel0, 1], f’(c):—§ ® —c=-5 & c=g,

1
esice]l 2], fl)=—5 & —5=—5 & c==VI & c=+VL.
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reste valable pour les x négatifs :

Vz) = —

32

Remarque : la dérivée d'une fonction impaire et paire,
f(z) est impaire, on pouvait directement conclure\:

donc sachant que

f(z) = Ve>0 = fl(z)=




EPF - Lausanne ~ COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES Analyse I  Corrigé 12

b) On dérive la fonction va2? sur les x positifs en dérivant la fonction x3 ,
puis on vérifie que le résultat obtenu est aussi valable sur les = négatifs.

e Dérivée de g(x) surles x positifs :

! ! 2 2 2
J(z) = [5332} = [ZB%] = g-x%_l = g-x_% = Va>0.

e Dérivée de g(x) surles = négatifs :

@) =~z ()= s = =
R N AR

On en déduit que P’expression obtenue en dérivant +/22 sur les z positifs,
reste valable pour les = négatifs :

Ve <0.

2
5/ o\ __ *
(3:)*—5\5/;, Ve R".
Remarque : la dérivée d’une fonction paire est impaire, donc sachant que
g(x) est paire, on pouvait directement conclure

2 2
/ / *
Jg(x)=——, V>0 = J(x)= , VzeR"
5V a3 5V a3
6. Parmi les énoncés suivants, déterminer s’ils sont vrais ou faux. S’ils sont vrais,
justifier. S’ils sont faux, donner un contre-exemple.

a) Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. On suppose que
I’ :Ja,b]— R est bornée. Alors il existe M > 0 tel que pour tout z,y € [a, b
avec T # y on a

‘f(x)—f(y)'<M‘
T —y

b) Soit f: R — R dérivable sur R telle que sa fonction dérivée f’ est continue sur
R. On suppose de plus que f(0) = 0. Alors

< "(x)].
max |f(z)] < max |f' ()]

c) Soit f: R — R et soient a # b tels que f(a) < 0 et f(b) > 0. Alors soit f est
continue sur [a, b, soit f ne s’annule jamais sur |[a, b|.

d) Soit f une fonction continue sur R telle que
e f est dérivable sur R’ et f dérivable a droite de x = 0,
e [ est dérivable sur R* et f dérivable a gauche de x = 0.
Alors f est dérivable sur R.
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2)

b)

d)

Vrai. Puisque f’ est borné, il existe M > 0 tel que pour tout = €]a, b, | f'(z)| <
M. Par le théoreme des accroissements finis, pour tout x,y € [a, b], il existe
c €]z, y[ tel que

f@) = fly) = fe)(z—y).
Par conséquent,

[f(@) = (W) = [ ()llz -yl
ce qui implique

|f(z) = (y)| < M|z —y].

D’ou le résultat.

Vrai. Soit x €]0, 1]. Par le théoreme des accroissements finis, on a qu'il existe
c €]0, z] tel que

Par conséquent,

On a donc

|f(2)] < max |f'(x)[pour tout x €]0,1], et f(0) =0 < max |f'(z)|.
2€[0,1] z€[0,1]

Par conséquent on a bien

< "(z)].
max |f(@)] < max | ()

Remarque : on a pu prendre le maximum de f et f’ car chacune est continue
sur U'intervalle fermé et borné [0, 1].

Faux. En effet la fonction f définie par

-1, =<0,
flz)=4¢ 0, z=0,
1, x>0,

s’annule en z = 0 mais n’est pas continue.

Faux. Prendre par exemple f(z) = |z|.




